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höherer Ordnungen

Diplomarbeit

vorgelegt von
Bernd Christian Kellner

aus
Karlsruhe

angefertigt
am Mathematischen Institut

der Georg August Universität zu Göttingen
2002



i

Danksagung

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Samuel J. Patterson für die freie Wahl
des Themas, für seine fortwährende Unterstützung und für die hilfreichen und
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Einleitung 1

Einleitung

Diese Arbeit befasst sich im wesentlichen mit der Struktur der Bernoulli-Zahlen
Bn und der dadurch verbundenen Riemannschen Zetafunktion ζ(1−n) an negati-
ven ganzzahligen ungeraden Stellen. Der folgende Überblick liefert einen kleinen
Ausschnitt der Ergebnisse.

Das erste Kapitel beschreibt die Grundlagen über Bernoulli-Zahlen, Riemann-
scher Zetafunktion, Stirling-Zahlen, Summationsformeln und p-adischer Theorie.
Diese Grundlagen sind jeweils für sich in der entsprechenden Literatur zu finden.
Die Darstellungen folgen einem gezielten Aufbau, der die verschiedenen Gebiete
miteinander verknüpft und dessen Ergebnisse in den späteren Kapiteln verwendet
werden. Z. B. erlauben die Stirling-Zahlen der zweiten Art eine einfachere Herlei-
tung der Summenfunktion Sn(m) über n-te Potenzen der ersten m natürlichen

Zahlen sowie eine erweiterte Summationsformel Ŝn,r(m)

Ŝn,r(m) =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
m+ r

k + r

)
.

Im zweiten Kapitel werden zunächst Kongruenzen mittels der Stirling-Zahlen
der zweiten Art zwischen Bernoulli-Zahlen Bn und der Summenfunktion Sn direkt
hergeleitet

Sn(m) ≡ mBn ≡ −
∑
p|m

p−1|n

m

p
(mod m) ,

aus denen als Konsequenz das Theorem von Clausen-von Staudt über Bernoulli-
Zahlen folgt. Außerdem werden Eigenschaften von Sn(m) untersucht.

Die Fermat-Gleichung xn + yn = zn und die Betrachtung von ζ(1− n) = −Bn/n
führte zur Einführung von regulären und irregulären Primzahlen sowie zu der
Definition von irregulären Paaren (p, l). Um die Frage nach der Verteilung von
höheren Potenzen der irregulären Primzahlen in Bn/n zu beantworten, wer-
den irreguläre Paare höherer Ordnungen durch die Mengen Ψν neu eingeführt
und erlauben eine komplette Beschreibung der Bernoulli-Zahlen. Die klassischen
Kummer-Kongruenzen zwischen Bernoulli-Zahlen und deren Verallgemeinerung

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν(1− pl+νω−1)

Bl+νω

l + νω
≡ 0 (mod per)

lassen bestimmte Folgen (αν)ν≥0 mit

αν ≡ p−n Bl+νϕ(pn)

l + νϕ(pn)
(mod pm)
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definieren. Diese Folgen erlauben Aussagen über irreguläre Paare höherer Ord-
nungen und deren Berechnung. Ein wesentlicher Schritt ist die Definition eines
Kriteriums ∆(p,l) für ein irreguläres Paar (p, l) durch

∆(p,l) ≡ p−1

(
Bl+p−1

l + p− 1
− Bl

l

)
≡ p−2

(
Sl+p−1(p)

l + p− 1
− Sl(p)

l

)
(mod p)

und dessen Verallgemeinerung. Damit wird folgen, dass für ∆(p,l) 6= 0 die Vertei-
lung der höheren Potenzen von p in Bn/n regelmäßig ist. Dies liefert die Existenz
einer eindeutigen Folge (lν)ν≥0 mit

ζ(1− ln) ∈ pnZp , lim
n→∞

|ζ(1− ln)|p = 0 mit ln →∞

und

ln+1 = ln + ϕ(pn) ψ1

(
ζ(1− ln)

pn ∆(p,l)

)
.

Berechnungen lassen vermuten, dass der entartete Fall ∆(p,l) = 0, der dann keine
Regelmäßigkeit mehr zulässt, nicht existiert. Dies führt zu der ∆-Vermutung,
welche auch für die Iwasawa-Theorie Konsequenzen hat.

Unter der Vermutung von Kummer-Vandiver und der ∆-Vermutung folgt für eine
ungerade Primzahl p eine denkbar einfache Formel für die Klassenzahl

ordp h(Q(ζpn)) = i(p)n für alle n ∈ N

einer zyklotomischen Zp-Erweiterung Q(ζp∞)/Q(ζp) mit ζm als primitive m-te
Einheitswurzel.

Schließlich wird ein Algorithmus zur schnellen Berechnung von Bernoulli-Zahlen
für größere Indizes bis n = 1 000 000 vorgestellt, mit dem die Ergebnisse im An-
hang berechnet wurden. Im Anhang findet sich auch der Quelltext des Programms
in der Programmiersprache C++.

In Kapitel 3 und 4 finden die erwähnten Kongruenzen zwischen Bn und Sn eine
Anwendung. In Kapitel 3 wird auf die äquivalenten Vermutungen von Giuga und
Agoh eingegangen und deren Äquivalenz gezeigt. Eine weitere äquivalente Glei-
chung führt dann direkt zu den Eigenschaften dieser Vermutungen. In Kapitel 4
wird eine Vermutung von Erdős und Moser behandelt. Dort finden die Kongru-
enzen und die irregulären Paare höherer Ordnungen Anwendung. Die Resultate
werden auf direktem Wege von den Kongruenzen abgeleitet. Die bisherigen Er-
gebnisse werden durch neue und einfachere Herleitungen betrachtet und durch
neue Berechnungen erweitert.

In der Bibliographie [DS02] sind mehrere tausend Artikel, die im Zusammenhang
mit Bernoulli-Zahlen stehen, aufgeführt. Es können daher nicht alle relevanten
Artikel gefunden und berücksichtigt werden. Vergleichbare Resultate, wie diese
Arbeit aufzeigt mit der Definition der irregulären Paare höherer Ordnungen und
deren Berechnung, sind nicht gefunden worden.
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Notationen

Wie üblich bezeichnet N die natürlichen Zahlen, N0 = N ∪ {0} mit Null, Z den
Ring der ganzen Zahlen, Q, R bzw. C den Körper der rationalen, reellen bzw.
komplexen Zahlen. Ringe sind stets kommutativ mit Einselement.

p wird ausschließlich für Primzahlen verwendet. Im Zusammenhang sollte immer
ersichtlich sein, dass p prim ist. P bezeichnet die Menge der rationalen Prim-
zahlen. Eine Kongruenz wird in einer abgesetzten Formel

A ≡ B (mod p)

notiert. Im laufenden Text wird die Kurzform A ≡ B (p) verwendet, wo es nötig
wird auch A ≡ B (mod p). Die Restklasse A (p) wird in den meisten Zusam-
menhängen mit 0 ≤ A < p identifiziert.

Die Notationen [x, y] bzw. (x, y) stehen für geschlossene und offene Intervalle. Die
Notation (a, b) für ganze Zahlen a, b wird für den größten gemeinsamen Teiler
von a und b verwendet. (a, b) = 1 bedeutet: a ist teilerfremd zu b. Dies sollte im
Kontext ersichtlich sein und zu keinen Verwechslungen führen.

Für x ∈ R bedeutet die Gauß-Klammer [x] den ganzzahligen Anteil von x mit
[x] ≤ x < [x] + 1. p | x bzw. p - x bedeutet p teilt bzw. teilt nicht x. pα || x
bedeutet pα | x und pα+1 - x.
Die Bernoulli-Zahlen Bn werden in der rationalen Darstellung durch An/Tn mit
(An, Tn) = 1 notiert. Die Bezeichnungen An und Tn wurden deshalb so konträr
gewählt gegenüber z. B. S/T , U/V etc., damit sie sich besser einprägen, da die
Bezeichnungen oft alleine in Formeln auftauchen.

Weitere Symbole

Symbole Bedeutung

Zp, Qp, Cp Ring, Körper bzw. vollständiger algebraischer Abschluss
der p-adischen Zahlen

Fp Körper mit p Elementen
H oberen Halbebene in C(

n
k

)
Binomialkoeffizient[

n
k

]
,
{

n
k

}
,
〈

n
k

〉
Stirling-Zahlen der ersten und zweiten Art

Bn, An, Tn Bernoulli-Zahl, Zähler, Nenner

Sn(m), Ŝn,r(m) Summe der n-ten Potenzen
ζ(s) Riemannsche Zetafunktion
ϕ(m) Eulersche Funktion
σn(m) Summe der Teiler

Ψn,Ψ∞, Ψ̂n, Ψ̂∞ Mengen der irregulären Paare höherer Ordnungen
i(p) Index der Irregularität einer Primzahl p
O( · ) Landau-Symbol
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1 Grundlagen

1.1 Bernoulli-Zahlen und ζ(s)

Die Bernoulli-Zahlen Bn spielen eine überragende Rolle in verschiedenen Gebie-
ten der Mathematik. Sie treten in der algebraischen Zahlentheorie, bei Modul-
formen, Iwasawa-Theorie, bei Reihenentwicklungen von trigonometrischen Funk-
tionen und bei der Riemannschen Zetafunktion auf, um nur einige Aspekte zu
nennen.

Die Bernoulli-Zahlen Bn mit n = 0, 1, 2, . . . werden durch die Potenzreihe

z

ez − 1
=
∞∑

ν=0

Bν

ν!
zν , |z| < 2π (1.1)

definiert und es ist wohlbekannt, dass B0 = 1, B1 = −1
2
, B2 = 1

6
, etc. gilt. Es

ist Bn = 0 für ungerade Indizes n ≥ 3. Die Bn mit geradem Index n haben
abwechselndes Vorzeichen: sgn(Bn) = (−1)n/2+1.

Wegen B1 = −1
2

lässt sich (1.1) auch so formulieren

z

ez − 1
+
z

2
=
∞∑

ν=0

B2ν

(2ν)!
z2ν , (1.2)

da z
ez−1

+ z
2

eine gerade Funktion darstellt. Durch

z coth z = z
ez + e−z

ez − e−z
= z

e2z + 1

e2z − 1
= z +

2z

e2z − 1
=
∞∑

ν=0

B2ν2
2ν

(2ν)!
z2ν (1.3)

und z cot z = iz coth(iz) ist die Verbindung zu den trigonometrischen Funktionen
hergestellt. Hier folgt eine Übersicht der ersten Bernoulli-Zahlen:

Tabelle 1.1.1 Bn

n 0 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Bn 1 −1
2

1
6
− 1

30
1
42
− 1

30
5
66
− 691

2730
7
6
−3617

510
43867
798

−174611
330

Der Zusammenhang zur Riemannschen Zetafunktion

ζ(s) =
∞∑

ν=1

ν−s , s ∈ C , Re s > 1 (1.4)
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wird durch die seit Euler bekannte Beziehung für gerade n

ζ(n) = −1

2

(2πi)n

n!
Bn , n ∈ N , 2 | n (1.5)

hergestellt. Dies lässt sich leicht durch die Partialbruchzerlegung von

z cot z = 1− 2
∞∑

ν=1

z2

(νπ)2 − z2
(1.6)

und einer Reihenentwicklung bei z = 0 zeigen. Für die Terme mit ν ∈ N gilt(
d

dz

)2n
z2

(νπ)2 − z2
∣∣z=0

=
(2n)!

(νπ)2n

durch die Betrachtung der geometrischen Reihe

∞∑
k=1

(
z2

(νπ)2

)k

=
z2

(νπ)2 − z2
für

∣∣∣ z
νπ

∣∣∣ < 1 .

Ein Koeffizientenvergleich der Reihen von (1.3) und (1.6) liefert (1.5) durch(
d

dz

)2n

z cot z ∣∣z=0
= −2

∞∑
ν=1

(2n)!

(νπ)2n
= (2i)2nB2n .

Diese Betrachtungen folgen natürlich unter der Beobachtung, dass die Reihe (1.4)
für Re s > 1 absolut konvergent ist.

Einen tieferen Zusammenhang liefert die Funktionalgleichung von ζ(s), die die
Riemannsche Zetafunktion auf der gesamten komplexen Ebene analytisch fort-
setzt [Brü95, Satz 2.2.1, S. 59], mit Ausnahme einer einfachen Polstelle mit Re-
siduum 1 bei s = 1:

ζ(1− s) = 2(2π)−s cos
(πs

2

)
Γ(s)ζ(s) , s ∈ C\ {0, 1} .

Dann geht (1.5) über in

ζ(1− n) = −Bn

n
, n ∈ N , n ≥ 2 . (1.7)

Mit der Kenntnis, dass ζ(0) = −1
2

gilt, s. [Brü95, S. 60], kann man verallgemeinert
schreiben:

ζ(1− n) = (−1)n+1 Bn

n
, n ∈ N . (1.8)

In der Arbeit von Woon [Woo97] wird auf das Vorzeichen von B1 = −1
2

und die
Definition der Bernoulli-Zahlen eingegangen. Durch analytische Fortsetzung der
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Bernoulli-Zahlen als Funktion B∗ zeigt sich, dass B∗(1) = +1
2

im Gegensatz zu
B1 gilt. Dann würde sich (1.8) einfacher darstellen als

ζ(1− n) = −B
∗(n)

n
, n ∈ N .

Dies ließe sich über eine andere Definition der Bernoulli-Zahlen bewerkstelligen

zez

ez − 1
=

z

ez − 1
+ z =

∞∑
ν=0

B∗ν
ν!
zν ,

wie es in einigen Quellen, z. B. [Neu92], auch zu finden ist.

Einen weiteren wichtigen Zusammenhang liefert die seit Euler bekannte Produkt-
formel zu den Primzahlen

ζ(s) =
∏

p

(1− p−s)−1 , s ∈ C, Re s > 1 . (1.9)

In Analogie werden die Bernoulli-Polynome Bn(x) durch die erzeugende Funktion

zezx

ez − 1
=
∞∑

ν=0

Bν(x)
zν

ν!
, |z| < 2π (1.10)

definiert. Es gelten die folgenden bekannten Beziehungen, vgl. [Was97]:

Bn(0) = Bn , (1.11)

d

dx
Bn(x) = nBn−1(x) , (1.12)

Bn(x1 + x2) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk(x1)x

n−k
2 . (1.13)

Jakob Bernoulli führte in seinem Werk Ars conjectandi, Basileae, 1713 (vgl.
[Wor83]) die nach ihm benannten Zahlen ursprünglich ein, um die Summe Sn(m)
der n-ten Potenzen der natürlichen Zahlen unterhalb von m zu berechnen. Diese
Summationsformel lässt sich nun leicht herleiten.

Definition 1.1.2 Für n ∈ N0, m ∈ N sei

Sn(m) :=
m−1∑
ν=0

νn .

Satz 1.1.3 Seien n ∈ N0, m ∈ N, dann gilt die Summationsformel für n-te
Potenzen

Sn(m) =
1

n+ 1
(Bn+1(m)−Bn+1) =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bn−k

mk+1

k + 1
. (1.14)
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Beweis: Mit dem Ansatz aus [IR90, S. 230] lässt sich folgende Variante herleiten.
Durch

Sn(m) =

(
d

dt

)n m−1∑
ν=0

etν ∣∣t=0
=

(
d

dt

)n
etm − 1

et − 1
∣∣t=0

lässt sich bei t = 0 folgende Reihenentwicklung

t
etm − 1

et − 1
=
∞∑

ν=0

Sν(m)
tν+1

ν!
(1.15)

angeben, wobei hier beide Seiten mit dem Faktor t multipliziert wurden. Auf der
anderen Seite haben wir

t
etm − 1

et − 1
=

tetm

et − 1
− t

et − 1

und mit (1.1) und (1.10) folgt

(n+ 1)Sn(m) =

(
d

dt

)n+1(
tetm

et − 1
− t

et − 1

) ∣∣t=0
= Bn+1(m)−Bn+1 .

Der zweite Teil von (1.14) folgt durch (1.13) mit x1 = 0 und x2 = m und (1.11)
sowie einer geeigneten Umformung der Terme und der Summation. �

Bemerkung 1.1.4 Es lässt sich (1.14) durch (1.13) bzw. (1.12) auch so formu-
lieren

Sn(m) =

∫ m

0

Bn(x) dx .

Die Rekursionsformel für die Bernoulli-Zahlen, die sich durch die Betrachtung
der Potenzreihen in (1.1) ergibt, folgt nun sehr einfach. Für n ≥ 1 gilt mit (1.14)
0 = (n+ 1)Sn(1) = Bn+1(1)−Bn+1 und durch (1.13) mit x1 = 0, x2 = 1 folgt

n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk = 0 , n ≥ 1 . (1.16)

Als abschließendes Beispiel wird die multiplikative zahlentheoretische Funktion

σn(m) =
∑
d|m

dn

betrachtet. Es lässt sich durch die Theorie der Modulformen (hier sei komplett
auf [KK98] verwiesen) eine Rekursionsformel für σn herleiten, in der auch die
Bernoulli-Zahlen auftreten. Dieser Zusammenhang wird durch das Auftreten von
ζ(s) hergestellt.
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Satz 1.1.5 Es gilt für n,m ∈ N, n ≥ 8, n gerade

σn−1(m) = 12
n2 − 5n+ 6

n2 − 5n− 6

n−4∑
ν=4
2|ν

(
n− 4

ν − 2

)(
σ(ν−1,n−ν−1)(m)− Bν

ν
σn−ν−1(m)

)

mit der durch Faltung entstehenden Funktion

σ(j,k)(m) =
∑

r+s=m
r,s≥1

σj(r)σk(s) .

Beweis: Die Eisenstein-Reihen Gk mit k ∈ N, k ≥ 4, k gerade sind ganze
Modulformen vom Gewicht k. Sie sind definiert durch

Gk(τ) =
∑

(m,n)∈Z2\{(0,0)}

(mτ + n)−k , Im τ > 0

und sind in der oberen Halbebene H := {τ ∈ C | Im τ > 0} holomorph.
Es gilt die Rekursionsformel [KK98, Korollar I.3.3D, S. 34] für n ≥ 8, n gerade

(n+ 1)(n− 1)(n− 6)Gn(τ) = 6
∑

k+l=n
k,l≥4, 2|k, 2|l

(k − 1)(l − 1)Gk(τ)Gl(τ) . (1.17)

Der Übergang von Gk zu den normierten Eisenstein-Reihen Ek mit (1.5)

Gk = 2ζ(k)Ek = −(2πi)k

k!
Bk Ek (1.18)

und der Darstellung von Ek als Fourier-Reihe

Ek(τ) = 1− 2k

Bk

∑
m≥1

σk−1(m) qm (1.19)

mit q = e2πiτ liefert den Zusammenhang zu den Funktionen σn.

Einsetzen von (1.18) und (1.19) in (1.17) liefert

−(n+ 1)(n− 1)(n− 6)

(
Bn − 2n

∑
m≥1

σn−1(m) qm

)

= 6
∑

k+l=n
k,l≥4, 2|k, 2|l

(
n

k

)
(k − 1)(l − 1)

(
Bk − 2k

∑
m≥1

σk−1(m) qm

)

·

(
Bl − 2l

∑
m≥1

σl−1(m) qm

)
,
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wobei der durch (1.18) auftretende Faktor (2πi)n auf beiden Seiten weggelassen
wird, die Faktoren n!, k! und l! werden als Binomialkoeffizient zusammengefasst.
Ein leichter Koeffizientenvergleich bei qm und die durch das Cauchy-Produkt
entstehende Funktion σ(k,l) liefern

n(n+ 1)(n− 1)(n− 6)σn−1(m) =

12
n−4∑
ν=4

ν+ν′=n, 2|ν, 2|ν′

(
n

ν

)
(ν − 1)(ν ′ − 1)νν ′

(
σ(ν−1,ν′−1)(m)− Bν

ν
σν′−1(m)

)
.

Durch Umformen von(
n

ν

)
(ν − 1)(ν ′ − 1)νν ′ = n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

(
n− 4

ν − 2

)
und Ausmultiplizieren von (n − 2)(n − 3)/((n + 1)(n − 6)) folgt schließlich die
Behauptung. �

Bemerkung 1.1.6 Der Fall n = 8 ist als Hurwitz-Identität bekannt:

σ7 = 120σ(3,3) + σ3 .

Diese Identität wird in der Dissertation [Hur81] von Hurwitz im Jahr 1881 ange-
geben, der allgemeine Fall jedoch nicht. Auch in [KK98] ist die allgemeine Formel
nicht angegeben. Dem Autor dieser Arbeit ist keine Quelle bekannt, in der diese
Formel auftaucht.

Der vorige Satz liefert nebenbei eine weitere Rekursionsformel.

Korollar 1.1.7 Sei n ∈ N, n ≥ 4 und n gerade, dann gilt

−
n∑

ν=4

(
n

ν − 2

)
Bν

ν
=

n∑
ν=4

(
n

ν − 2

)
ζ(1− ν) =

1

12

(n+ 5)(n− 2)

(n+ 1)(n+ 2)
.

Beweis: Die Rekursionsformel von Satz 1.1.5 wird mit m = 1 ausgewertet. Für
j, k ∈ N gilt σj(1) = 1 und σ(j,k)(1) = 0. Damit folgt

1 = −12
n2 − 5n+ 6

n2 − 5n− 6

n−4∑
ν=4
2|ν

(
n− 4

ν − 2

)
Bν

ν
.

Für ungerades ν > 4 ist Bν = 0, somit kann die Summierung über alle ν =
4, . . . , n − 4 erfolgen. Durch den Übergang von n 7→ n + 4 und (1.7) folgt die
Behauptung. �
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1.2 Stirling-Zahlen

Die Stirling-Zahlen der ersten und zweiten Art tauchen in Fragen der Kombi-
natorik vermehrt auf. Diese Eigenschaften werden hier keine Rolle spielen. Die
Stirling-Zahlen der zweiten Art werden im Kontext zu den Bernoulli-Zahlen und
für spezielle Summationsformeln verwendet.

In Anlehnung an das Pochhammer-Symbol, das durch

(x)n := x(x+ 1) · · · (x+ n− 1), (x)0 := 1, n ∈ N

definiert ist, wird die Notation

[x]n := x(x− 1) · · · (x− n+ 1), [x]0 := 1, n ∈ N

eingeführt.

Definition 1.2.1 Die Stirling-Zahlen S1 der ersten Art und S2 der zweiten Art
sind definiert durch

[x]n =
n∑

k=0

S1(n, k)x
k , xn =

n∑
k=0

S2(n, k) [x]k . (1.20)

Durch die Definition folgt S1(0, 0) = S2(0, 0) = 1 und für ν = 1, 2 ist Sν(n, k) = 0
für k > n und für k = 0, n ≥ 1.

Wir werden hier die Bezeichnungen[
n

k

]
:= S1(n, k) ,

{
n

k

}
:= S2(n, k) und

〈
n

k

〉
:= k!

{
n

k

}
einführen. Die Bezeichnungen { } und [ ] werden in [GKP94] verwendet. Es gelten
die rekursiven Beziehungen

{
n+ 1

k

}
= k

{
n

k

}
+

{
n

k − 1

}
,

〈
n+ 1

k

〉
= k

(〈
n

k

〉
+

〈
n

k − 1

〉)
. (1.21)

Weiterhin gilt die bekannte Beziehung für k ≥ 1, n ≥ 0〈
n

k

〉
=

k∑
ν=1

(
k

ν

)
(−1)k−ν νn . (1.22)

Die Gleichungen (1.21) und (1.22) sind in [GKP94] zu finden, im Unterschied
sind hier die Zahlen S1 vorzeichenbehaftet definiert.
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Die folgenden Tabellen geben einen kleinen Überblick über die Stirling-Zahlen.

Tabelle 1.2.2
〈

n
k

〉
n\k 1 2 3 4 5 6 7

1 1
2 1 2
3 1 6 6
4 1 14 36 24
5 1 30 150 240 120
6 1 62 540 1560 1800 720
7 1 126 1806 8400 16800 15120 5040

Tabelle 1.2.3
{

n
k

}
n\k 1 2 3 4 5 6 7

1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1

Tabelle 1.2.4
[

n
k

]
n\k 1 2 3 4 5 6 7

1 1
2 -1 1
3 2 -3 1
4 -6 11 -6 1
5 24 -50 35 -10 1
6 -120 274 -225 85 -15 1
7 720 -1764 1624 -735 175 -21 1

Bemerkung 1.2.5 Es gilt für k ≥ 0, vgl. [GKP94]:[
k

k

]
=

{
k

k

}
= 1 und

〈
k

k

〉
= k! .
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Betrachtet man den Polynomring Z[X] als freies Z-Modul, so kann man neben
der Monom-Basis {Xν | ν ∈ N0} auch eine Polynom-Basis {[X]ν | ν ∈ N0} ver-
wenden.

Interessanter wird der Zusammenhang, wenn man Binomialkoeffizienten als Poly-
nome betrachtet, die im folgenden Binomial-Polynome genannt werden. Durch(

x

k

)
=
x(x− 1) · · · (x− k + 1)

k!
=

[x]k
k!

geht (1.20) über in(
x

n

)
=

n∑
k=0

1

n!

[
n

k

]
xk , xn =

n∑
k=0

〈
n

k

〉(
x

k

)
. (1.23)

Sei K ein Körper mit Charakteristik 0. In Analogie betrachte man K[X] als
K-Vektorraum. Dann können wir neben der Monom-Basis {Xν | ν ∈ N0} die
Binomial-Basis

{(
X
ν

)
| ν ∈ N0

}
betrachten.

Sei Kn der (n + 1)-dimensionale Unterraum von K[X], der durch die endliche
Monom-Basis Mn := {Xν | 0 ≤ ν ≤ n} bzw. durch die endliche Binomial-Basis
Bn :=

{(
X
ν

)
| 0 ≤ ν ≤ n

}
aufgespannt wird. Dann lassen sich durch (1.23) die

bijektiven Abbildungen
Φn : Kn → Kn

für einen Basiswechsel vonMn nach Bn angeben.

Satz 1.2.6 Sei n ∈ N. Die Transformationsmatrix Φn : Kn → Kn für einen
Basiswechsel von Mn nach Bn lautet

Φn :=



1 0 0 0 · · · 0

0
〈

1
1

〉 〈
2
1

〉 〈
3
1

〉
· · ·

〈
n
1

〉
0 0

〈
2
2

〉 〈
3
2

〉
· · ·

〈
n
2

〉
0 0 0

〈
3
3

〉
· · ·

〈
n
3

〉
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · ·
〈

n
n

〉


.

Die Umkehrtransformation lautet

Φ−1
n :=



1 0 0 0 · · · 0

0
[

1
1

]
1
2!

[
2
1

]
1
3!

[
3
1

]
· · · 1

n!

[
n
1

]
0 0 1

2!

[
2
2

]
1
3!

[
3
2

]
· · · 1

n!

[
n
2

]
0 0 0 1

3!

[
3
3

]
· · · 1

n!

[
n
3

]
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · 1
n!

[
n
n

]


.
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Beweis: Für k mit 0 ≤ k ≤ n gilt: Xk ∈ Kn hat die Koordinaten vk :=
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T bzgl. der Basis Mn mit dem Eintrag 1 an der (k + 1)-ten
Stelle im Vektor vk. Es gilt

Φn vk =

(〈
k

0

〉
,

〈
k

1

〉
, . . . ,

〈
k

k

〉
, 0, . . . , 0

)T

=: uk .

Der Vektor uk beschreibt gerade nach (1.23) die Koordinaten von Xk bzgl. der
Basis Bn. Der Rest folgt durch die K-Linearität von Φn. Das gleiche folgt analog
mit (1.23) auch für Φ−1

n . �

Bemerkung 1.2.7 Da Φn eine obere Dreiecksmatrix beschreibt, folgt mit Be-
merkung 1.2.5

det Φn =
n∏

j=1

j! .

Bemerkung 1.2.8 In der Theorie der p-adischen Zahlen wird die Darstellung
mit Binomial-Polynomen eine Mahlersche Reihenentwicklung genannt. Diese Be-
trachtung folgt in Abschnitt 2.6.
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1.3 Summationsformel für Potenzen

Die Summationsformel für Potenzen und Polynome erhält ihre eigentliche natürli-
che Form im Sinne einer einfachen Darstellung, wenn man wie im vorigen Ab-
schnitt von Monomen zu Binomial-Polynomen übergeht.

Die Summation von Werten eines Polynoms n-ten Grades

f(x) =
n∑

k=0

ak x
k , ak ∈ C

an den Stellen 1 bism bereitet wesentlich mehr Schwierigkeiten, als diese Funktion
zu integrieren. Zur Summation von

F1(m) =
m∑

ν=1

f(ν)

müsste man nach Satz 1.1.3 die Bernoulli-Polynome via (1.14) heranziehen bzw.
die Euler-Maclaurin’sche Summenformel (s. [GKP94]) anwenden, was in diesem
Fall auf das gleiche hinausläuft. Nur wie geht man weiter vor, wenn man wieder-
holt die Summe

F2(m) =
m∑

ν=1

F1(ν)

berechnen möchte? Die Lösung ist, Polynome bzgl. der Binomial-Polynome
(

x
k

)
zu betrachten. Dann haben wir mit Satz 1.2.6 für f(x) = f̃(x) die eindeutige
Darstellung

f̃(x) =
n∑

k=0

bk

(
x

k

)
, bk ∈ C

mit
(b0, b1, . . . , bn)T = Φn (a0, a1, . . . , an)T

und

b0 = a0 , bk =
n∑

ν=k

〈
ν

k

〉
aν für 1 ≤ k ≤ n .

Mit dem folgenden Lemma erhalten wir die Vorschrift zur Summierung von f̃(x).

Lemma 1.3.1 Für k,m, r ∈ N0 gilt

m∑
ν=0

(
ν + r

k + r

)
=

(
m+ r + 1

k + r + 1

)
. (1.24)
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Beweis: Zunächst sei r = 0. Die Summation in der k-ten Spalte im Pascalschen
Dreieck ist leicht einzusehen unter der Beziehung

(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
=
(

n+1
k+1

)
. Es gilt(

ν
k

)
= 0 für k > ν. Für k > m sind beide Seiten von (1.24) Null. Der Beweis folgt

nun durch vollständige Induktion für den Fall 0 ≤ k ≤ m, zu zeigen bleibt

m∑
ν=k

(
ν

k

)
=

(
m+ 1

k + 1

)
.

Induktionsanfang m = k:

m∑
ν=k

(
ν

k

)
=

(
k

k

)
=

(
k + 1

k + 1

)
= 1 .

Induktionsschritt m−1 7→ m: Unter der Annahme die Behauptung gilt für m−1,
können wir auf m folgern:

m∑
ν=k

(
ν

k

)
=

m−1∑
ν=k

(
ν

k

)
+

(
m

k

)
=

(
m

k + 1

)
+

(
m

k

)
=

(
m+ 1

k + 1

)
.

Für allgemeines r ∈ N folgt mit derselben Argumentation

m∑
ν=0

(
ν + r

k + r

)
=

m+r∑
ν=r

(
ν

k + r

)
=

m+r∑
ν=k+r

(
ν

k + r

)
=

(
m+ r + 1

k + r + 1

)
.

�

Satz 1.3.2 Seien m,n, r ∈ N0, r ≥ 1. Sei f ∈ C[x] ein Polynom n-ten Grades
mit der Darstellung

f(x) =
n∑

k=0

bk

(
x

k

)
, bk ∈ C .

Sei F0 := f . Dann gilt für die Summen

Fr(m) :=
m∑

ν=0

Fr−1(ν)

die Summation

Fr(m) =
n∑

k=0

bk

(
m+ r

k + r

)
, grad(Fr) = n+ r .

Beweis: Nach Lemma 1.3.1 folgt

F1(m) =
m∑

ν=0

f(ν) =
m∑

ν=0

n∑
k=0

bk

(
ν

k

)
=

n∑
k=0

bk

m∑
ν=0

(
ν

k

)
=

n∑
k=0

bk

(
m+ 1

k + 1

)
.
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Durch wiederholtes Aufsummieren nach obigen Schema folgt schließlich

Fr(m) =
n∑

k=0

bk

(
m+ r

k + r

)
.

Hierbei hat
(

m+r
n+r

)
als einziges Polynom den höchsten Grad n + r, somit gilt

grad(Fr) = n+ r. �

Korollar 1.3.3 Seien m,n ∈ N0. Sei f ∈ C[x] ein Polynom n-ten Grades und

F (m) =
m∑

ν=0

f(ν) .

Dann gilt grad(F ) = n+ 1.

Beweis: Man stelle f bzgl. der Binomial-Basis dar und wende den vorigen Satz
an. �

Als Anwendung kommen wir nun zur Summationsformel für Potenzen der natürli-
chen Zahlen. Diese Formel lässt sich nun leicht durch (1.23) und Satz 1.3.2 ange-
ben.

Definition 1.3.4 Seien m,n, r ∈ N.

Ŝn,0(m) := mn ,

Ŝn,r(m) :=
m∑

k=1

Ŝn,r−1(k) ,

Ŝn(m) := Ŝn,1(m) =
m∑

k=1

kn .

Satz 1.3.5 Seien m,n, r ∈ N. Dann gilt die erweiterte Summationsformel für
n-te Potenzen

Ŝn,r(m) =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
m+ r

k + r

)
, grad(Ŝn,r) = n+ r . (1.25)

Beweis: Für n ∈ N haben wir nach (1.23)

Ŝn,0(m) = mn =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
m

k

)
.
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Anwendung von Satz 1.3.2 liefert für r ∈ N

Ŝn,r(m) =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
m+ r

k + r

)

und grad(Ŝn,r) = n+ r. �

Bemerkung 1.3.6 Die Summierung der n-ten Potenzen via (1.25) nach Satz
1.3.5 hat den Vorteil, dass nur positive ganze Zahlen aus Z als Koeffizienten und
Binomialkoeffizienten auftreten:

Ŝn(m) =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
m+ 1

k + 1

)
.

Im Gegensatz dazu vergleiche man die Formel (1.14) aus Satz 1.1.3. Dort haben

wir Bk ∈ Q mit abwechselnden Vorzeichen und mk+1

k+1
∈ Q:

Sn(m) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bn−k

mk+1

k + 1
.

Die Einfachheit der Stirling-Zahlen
〈

n
k

〉
steht im Gegensatz zu den komplex wir-

kenden Bernoulli-Zahlen Bk.

Bemerkung 1.3.7 Im Jahre 1631 veröffentlichte Johann Faulhaber in seinem
Werk Academia Algebrae Summationsformeln für Ŝn(m), die Summe der ersten
m n-ten Potenzen. Diese Formeln sind explizit nur für ungerade n = 1, 3, . . . , 17
angegeben, wobei sie als rationale Polynome der VariableM = (m2+m)/2 notiert

sind. Auch sind einzelne Ergebnisse für die erweiterte Summationsformel Ŝn,r(m)

angegeben, z. B. für Ŝ6,11(m) als Polynom in m. Diese Ergebnisse von Faulhaber
werden in dem Übersichtsartikel [Knu93] von Knuth beschrieben. Die erwähnten
Summationsformeln hat Faulhaber ohne Kenntnis der Bernoulli-Zahlen hergelei-
tet, weshalb ihm der Zugang zu den allgemeinen Gleichungen (1.14) bzw. (1.25)

verborgen blieb. Die Formel für Ŝn(m) in der Form mit Binomial-Polynomen ist

in [Knu93] bzw. [GKP94, Kapitel 6] zu finden. Die allgemeine Formel für Ŝn,r(m)
ist die einfache Konsequenz von Satz 1.3.2, welcher sich in [Rob00, Kapitel 4] in
ähnlicher Form findet im Hinblick auf die schon erwähnte Mahlersche Reihenent-
wicklung.
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1.4 p-adische Zahlen

Definition 1.4.1 Sei p prim. Die p-adische Exponentialbewertung ist gegeben
durch

ordp : Q → Z ∪ {∞}

mit

ordp x :=

{
∞ , x = 0

α , x = pαa

b

für a, b, α ∈ Z, (a, b) = 1, ab 6= 0 und p - ab.

Lemma 1.4.2 Seien x, y ∈ Q. Sei logp der Logarithmus zur Basis p. Für ordp

gelten die Eigenschaften

(1) ordp x =∞ ⇐⇒ x = 0

(2) ordp(xy) = ordp x+ ordp y

(3) ordp(x+ y) ≥ min {ordp x, ordp y}. Gleichheit gilt bei ordp x 6= ordp y.

(4) ordp x ≤
[
logp |x|

]
für x ∈ Z\ {0}.

Beweis: (1) und (2) folgen nach Definition. Hierbei sind die Rechenregeln∞+z
= ∞ für z ∈ Z ∪ {∞} zu beachten, somit gelten für (2) und (3) mit x = 0 oder
y = 0 auch diese Eigenschaften. Sei daher jetzt xy 6= 0 vorausgesetzt.

(3) Seien a, b, c, d ∈ Z, p - abcd und o. E. α ≥ β ∈ Z wegen der Symmetrie. Dann
haben wir

x+ y = pαa

b
+ pβ c

d
= pβ p

α−βad+ bc

bd
.

Wegen p - bd folgt ordp(x + y) ≥ β = min {ordp x, ordp y}. Für α > β gilt
Gleichheit, denn mit γ := α− β ≥ 1 folgt p - pγad+ bc wegen p - bc.
(4) Sei x ∈ Z\ {0} mit |x| = pα a und α ≥ 0, a ≥ 1 und (a, p) = 1. Somit gilt[

logp |x|
]

=
[
logp p

α + logp a
]

=
[
α+ logp a

]
≥ α = ordp x .

�

Definition 1.4.3 Der p-adische Absolutbetrag ist gegeben durch

| |p : Q → R+

mit

|x|p :=

{
0 , x = 0
p− ordp x , x 6= 0

.
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Durch Lemma 1.4.2 erfüllt der p-adische Absolutbetrag die Bedingungen einer
Norm auf Q. Seien x, y ∈ Q, dann gilt:

(1) |x|p = 0 ⇐⇒ x = 0

(2) |xy|p = |x|p |y|p

(3) |x+ y|p ≤ max {|x|p, |y|p} ≤ |x|p + |y|p

Die Bedingung (3) wird auch die verschärfte Dreiecksungleichung oder ultrame-
trische Ungleichung genannt. Dadurch bleibt |n|p ≤ 1 für alle n ∈ N beschränkt
und wird daher als nicht-archimedische Bewertung bezeichnet.

Der gewöhnliche Absolutbetrag | | auf Q, die im wesentlichen einzige archimedi-
sche Bewertung, wird durch | |∞ bezeichnet. Es finden sich in [Neu92] die beiden
folgenden Sätze, die den Sinn der letzten Definitionen erklären.

Satz 1.4.4 (Ostrowski) Jede Bewertung | | von Q ist äquivalent zu einer Be-
wertung | |p oder | |∞. Es existiert ein α ∈ R mit α > 0, so dass gilt

| | = | |αp , p ∈ P ∪ {∞} .

Es gilt die folgende Produktformel bzw. Geschlossenheitsrelation:

Satz 1.4.5 Für x ∈ Q∗ gilt ∏
p∈P∪{∞}

|x|p = 1 .

Definition 1.4.6 Ein x ∈ Q heißt p-ganz oder p-Ganzzahl, wenn |x|p ≤ 1 bzw.
ordp x ≥ 0 gilt. Sei

Z(p) := {x ∈ Q | |x|p ≤ 1}
der durch Lokalisierung im Primideal (p) entstehende lokale Ring der p-Ganz-
zahlen mit Z ⊆ Z(p). Sei

Z∗(p) := {x ∈ Q | |x|p = 1}

die Einheitengruppe von Z(p).

Die Eigenschaften von | |p bzw. ordp sichern die Abgeschlossenheit bzgl. der Ad-
dition und Multiplikation. Für x ∈ Z(p) gilt ordp x ≥ 0, für x ∈ Z∗(p) ⇔ ordp x = 0.

Lemma 1.4.7 Es gilt: x ∈ Z(p) für alle p ∈ P ⇐⇒ x ∈ Z .

Beweis: Sei x ∈ Q. Gilt x ∈ Z(p) für alle p, dann gilt ordp x ≥ 0 für alle p, damit
ist x ∈ Z. Andererseits gilt x ∈ Z, dann haben wir x ∈ Z ⊆ Z(p) für alle p. �
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Die p-adischen Zahlen wurden von Hensel eingeführt und können in Analogie
zu formalen Potenzreihen definiert werden. Die Darstellungen folgen verkürzt
[Neu92] und [Rob00], für detailliertere Ausführungen sei darauf verwiesen.

Definition 1.4.8 Der Ring der ganzen p-adischen Zahlen wird durch

Zp :=

{
a =

∑
ν≥0

aνp
ν
∣∣∣ 0 ≤ aν < p

}

definiert. Eine ganze p-adische Zahl a kann mit der Folge (aν)ν≥0 ihrer Koeffizi-
enten der p-adischen Darstellung identifiziert werden.

Die Definition zeigt, dass die Menge Zp im Gegensatz zu Z(p) ⊂ Q überabzählbar
ist. Dies lässt sich durch das Cantorsche Diagonalverfahren analog wie im Fall
R zeigen. Die Eindeutigkeit der ganzen p-adischen Zahlen und deren Ringeigen-
schaften ergeben sich erst durch zusätzliche Betrachtungen.

Die Abbildungen für n ∈ N

ψn : Zp → Z/pnZ , a =
∑
ν≥0

aνp
ν 7→ sn ≡

n−1∑
ν=0

aνp
ν (mod pn) (1.26)

und die kanonischen Projektionen

λn : Z/pn+1Z→ Z/pnZ mit λn(sn+1) = sn

liefern eine Identifizierung einer ganzen p-adischen Zahl a mit der Folge ihrer
Restklassen (sn)n≥0. Die Menge

lim
←−

Z/pnZ :=

{
(sn)n≥1 ∈

∏
n≥1

Z/pnZ
∣∣∣ λn(sn+1) = sn für alle n ∈ N

}

wird der projektive Limes der Ringe Z/pnZ genannt und ist ein Teilring des
direkten Produkts ∏

n≥1

Z/pnZ ,

in dem Addition und Multiplikation komponentenweise definiert sind. Damit
erhält man den Ring-Isomorphismus

Zp
∼= lim
←−

Z/pnZ (1.27)

und Zp erhält seine Ringstruktur. Durch die Abbildungen ψn folgt die Eindeutig-
keit der p-adischen Darstellung einer ganzen p-adischen Zahl.
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Die Abbildungen ψn liefern, jetzt als surjektive Ring-Homomorphismen erkannt,
folgende Aussagen:

Satz 1.4.9

(1) Zp ist ein Integritätsring, ein Hauptidealring und ein lokaler Ring.

(2) Die einzigen nicht trivialen Hauptideale sind pnZp, n ∈ N.

(3) a ∈ Z∗p ⇐⇒ a0 6= 0 mit a = (aν)ν≥0.

Beweis: Zunächst wird (3) gezeigt. Sei Fp der Körper mit p Elementen, dann
haben wir durch (1.26) den surjektiven Ring-Homomorphismus

ψ1 : Zp → Fp , a0 +
∑
ν≥1

aνp
ν 7→ a0 (mod p) .

Es gilt a0 6= 0 ⇐⇒ a0 (mod p) ∈ F∗p. Mit a0 6= 0 folgt für alle n > 1, dass

p - a0 +
∑n−1

ν=1 aνp
ν = sn und damit sn (mod pn) ∈ (Z/pnZ)∗ gilt. Durch (1.26)

und (1.27) folgt (3). Damit hat ein von Null verschiedenes Element a ∈ Zp die
Form pα u mit u ∈ Z∗p und α ∈ N0, die im folgenden stillschweigend verwendet
wird. (1) und (2) werden nun zusammen gezeigt.

Annahme: Zp enthält Nullteiler. Seien a, b ∈ Zp\ {0} mit ab = 0. Durch a = pαu
und b = pβv folgt pα+βuv = 0 und pα+β = pα+β 1 = 0 (uv)−1 = 0, was zum
Widerspruch führt. Damit ist Zp ein Integritätsring.

Wir haben die Kette von Hauptidealen

pZp ⊃ p2Zp ⊃ p3Zp ⊃ . . . ,

welche die einzigen nicht trivialen Ideale sind. Denn es sei {0} 6= I ⊂ Zp ein Ideal
und a ∈ I mit der Eigenschaft, dass a = pαu mit minimalen α ≥ 0 gilt. Dann gilt
pαZp = pαuZp = aZp ⊂ I. Auf der anderen Seite gilt I ⊂ pαZp, denn für jedes
pβv = b ∈ I gilt β ≥ α und somit b = pαpβ−αv ∈ pαZp. Das einzige maximale
Ideal ist pZp = kerψ1. Damit ist Zp ein lokaler Ring durch Zp\pZp = Z∗p. �

Den Körper Qp der p-adischen Zahlen erhalten wir als Quotientenkörper von Zp.
Ein Element 0 6= a ∈ Zp hat die Form pα u mit u ∈ Z∗p und α ∈ N0. Damit
erhalten wir 1/a = p−α u−1. Jedes Element x ∈ Qp lässt sich in einer p-adischen
Entwicklung analog einer Laurentreihe darstellen durch

x =
∞∑

ν=m

aνp
ν , 0 ≤ aν < p , m ∈ Z .

Dadurch lässt sich Q in Qp einbetten, wobei wir das Bild der Einbettung wieder
mit Q identifizieren können. Damit gilt Q ⊂ Qp und Zp∩Q = Z(p). Der p-adische



1 Grundlagen 22

Absolutbetrag und die p-adische Exponentialbewertung lassen sich nun eindeutig
auf Qp fortsetzen durch

ordp : Qp → Z ∪ {∞}
mit

ordp x =

{
∞ , x = 0
α , x = pα u , α ∈ Z , u ∈ Z∗p

.

Damit erhalten wir

Zp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1} , Z∗p = {x ∈ Qp | |x|p = 1} .

Topologisch betrachtet mit der durch | |p induzierten Metrik ist Zp kompakt und
die Einheitskugel in Qp. Der Körper Qp ist lokalkompakt und bzgl. | |p vollständig.
Der vollständige algebraische Abschluss von Qp wird mit Cp bezeichnet.

Zum Abschluss kommen wir nochmals zur Funktion ordp in ihrer ersten Definition
zurück. Die Funktion ordp : Q → Z ∪ {∞} wurde als p-adische Exponential-
bewertung eingeführt. Sie gibt mit ordp x = α die Ordnung der vorkommenden
Primzahlpotenz pα in x an. Für beliebiges m ∈ N, m ≥ 2 lässt sich diese Ordnung
verallgemeinern, um Aussagen für Kongruenzen (mod m) zu bekommen.

Definition 1.4.10 Sei m ∈ N, m ≥ 2. Für x ∈ Q∗ sei

ordm x := α für x = mαa

b

mit a, b, α ∈ Z, (a, b) = 1, ab 6= 0, (m, b) = 1, m - a, so dass die Kongruenz

m−αx ≡ a b−1 6≡ 0 (mod m)

existiert.

Für m = p stimmt diese Definition mit der Definition 1.4.1 von ordp überein. Für
beliebiges m ∈ N, m ≥ 2 und x ∈ Q∗ ist ordm x eindeutig und wohldefiniert.

Lemma 1.4.11 Sei m ∈ N, m ≥ 2. Für x, y ∈ Q∗ gilt

ordm(xy) ≥ ordm x+ ordm y .

Beweis: Seien a, b, c, d, α, β ∈ Z, abcd 6= 0, m - a, m - c, (m, b) = (m, d) = 1.
Dann gilt

x · y = mα a

b
·mβ c

d
= mα+β ac

bd

mit (m, bd) = 1. Somit haben wir mit ac ∈ Z\ {0}

ordm(xy) = α+ β + ordm(ac) ≥ α+ β = ordm x+ ordm y .
�
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2 Kongruenzen über Bernoulli-Zahlen

In dem folgenden Abschnitt werden Kongruenzen zwischen Bernoulli-Zahlen Bn

und der Summenfunktion Sn der n-ten Potenzen der natürlichen Zahlen betrach-
tet. Nach Definition 1.1.2 haben wir für n ∈ N0, m ∈ N

Sn(m) =
m−1∑
ν=0

νn .

Im Abschnitt 1.3 wurde die Funktion Ŝn definiert, die durch Sn(m) = Ŝn(m− 1)
im wesentlichen mit Sn identisch ist. Dies führt zu Kongruenzen, die mit Hilfe
der Stirling-Zahlen der zweiten Art hergeleitet werden und Informationen und
Eigenschaften von Bn und Sn liefern.

Im weiteren werden irreguläre Primzahlen und irreguläre Paare betrachtet. Durch
die Kummer-Kongruenzen und deren Verallgemeinerung gelangt man über die
Definition von irregulären Paaren höherer Ordnungen zu einer Beschreibung der
Bernoulli-Zahlen Bn. Am Ende des Kapitels werden, durch Berechnungen ge-
stützt, Vermutungen über irreguläre Paare höherer Ordnungen etabliert, die zu
weiteren Aussagen führen.

2.1 Kongruenzen von Bn und Sn

Satz 2.1.1 Für n ∈ N gilt

Sn(x) =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
x

k + 1

)
, (2.1)

Bn =
n∑

k=1

〈
n

k

〉
(−1)k

k + 1
. (2.2)

Beweis: Durch die Definitionen 1.1.2 und 1.3.4 sind die Funktionen Sn und Ŝn

nach Korollar 1.3.3 Polynome vom Grade n+1. Da sie wegen Sn(m) = Ŝn(m−1)
dieselben Werte für alle m ∈ N annehmen, sind sie identisch.

Nach Satz 1.3.5 haben wir

Sn(x) = Ŝn(x− 1) =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
x

k + 1

)
, x ∈ R .

Die Formel für Bn folgt durch die Betrachtung von Sn(x)/x an der Stelle 0. Mit(
x

k+1

)
= x

k+1

(
x−1

k

)
folgt

Sn(x)

x
=

n∑
k=1

〈
n

k

〉
1

k + 1

(
x− 1

k

)
. (2.3)
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Wegen Sn(0) = 0 und
(−1

k

)
= (−1)k folgt

lim
x→0

Sn(x)

x
=

n∑
k=1

〈
n

k

〉
(−1)k

k + 1
.

Auf der anderen Seite gilt nach (1.14)

Sn(x) =
1

n+ 1
(Bn+1(x)−Bn+1) ,

und nach der Regel von l’Hospital und (1.12) folgt schließlich

lim
x→0

Sn(x)

x
= lim

x→0

1
n+1

(Bn+1(x)−Bn+1)

x
= Bn(0) = Bn .

�

Bemerkung 2.1.2 Die Formel (2.2) für Bn aus dem vorigen Satz ist ein klassi-
sches Resultat und mit (1.22) erhalten wir eine explizite Formel

Bn =
n∑

k=1

1

k + 1

k∑
ν=1

(
k

ν

)
(−1)ν νn . (2.4)

Diese und andere explizite Formeln für Bn sind in dem Übersichtsartikel von
Gould [Gou72] zu finden. In [Kan00] wird (2.2) durch erzeugende Funktionen von
Stirling-Zahlen der zweiten Art hergeleitet, wobei eine Verallgemeinerung von
(2.2) zu der Definition von Poly-Bernoulli-Zahlen führt. In [Has30] gibt Hasse
die Formel (2.4) in einer äquivalenten Form an, die durch Umformungen mit
einer Indexverschiebung folgt. Er erwähnt, dass diese von Worpitzky [Wor83]
aus dem Jahre 1883 stammt. Hasse verwendet n-te Differenzen und definiert
∆n(νk) im wesentlichen für die zweite Summe in (2.4), womit er eine analytische
Fortsetzung der Riemannschen Zetafunktion ζ(s) beschreibt. Obwohl ∆n(νk) mit〈

n
k

〉
in Verbindung steht, werden die Stirlingschen Zahlen nirgends erwähnt.

Die Formel (2.1) erklärt auch die oft beobachtete Tatsache, dass z. B. gilt

S1(m) =

(
m

2

)
, S2(m) =

(
m

2

)
+ 2

(
m

3

)
.

Für die weiteren Betrachtungen werden einige Lemmata benötigt, die im folgen-
den aufgeführt werden.
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Lemma 2.1.3

(1) Sei k ∈ N, dann gilt nur für k 6= 4 und k nicht prim

(k − 1)! ≡ 0 (mod k) .

(2) Seien a, c, m ∈ N mit a | m, dann gilt

c
m

a
≡ c′

m

a
(mod m) für c ≡ c′ (mod a) .

(3) Seien r, p ∈ N, p prim, dann gilt(
rp− 1

p− 1

)
≡ 1 (mod p) .

Beweis:

(1) Es ist klar, dass p - (p− 1)! für p prim. Weiterhin gilt 1 | 0! und 4 - 1 · 2 · 3.
Bleibt der Fall k ≥ 6, k nicht prim mit k = ab, a ≥ b ≥ 2. Fall a > b:
Wegen k = ab > a > b treten a und b als Faktoren in (k − 1)! auf. Fall
a = b: Wegen k = a2 ≥ 6 gilt a ≥ 3, somit treten a und 2a als Faktoren in
(3a− 1)! ≤ (a2 − 1)! auf.

(2) Wegen c ≡ c′ (a) gibt es ein k ∈ Z mit c = ak + c′:

c
m

a
≡ (ak + c′)

m

a
≡ km+ c′

m

a
≡ c′

m

a
(mod m) .

(3) Für p = 2 beachte man −1 ≡ 1 (2). Für alle p folgt, da p - (p− 1)!:(
rp− 1

p− 1

)
=

(rp− 1) · · · (rp− (p− 1))

(p− 1)!

≡ (−1)p−1 1 · · · (p− 1)

(p− 1)!
≡ 1 (mod p) .

�

Lemma 2.1.4 Seien n, k ∈ N, n gerade, k nicht prim, dann gilt〈
n

k − 1

〉
≡ 0 (mod k) .

Für n ≥ 3 ungerade gilt die zusätzliche Einschränkung k 6= 4.
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Beweis: Nach Lemma 2.1.3 (1) gilt für n ∈ N, k nicht prim, k 6= 4

k | (k − 1)!

{
n

k − 1

}
=

〈
n

k − 1

〉
.

Für k = 4 gilt
〈

1
3

〉
=
〈

2
3

〉
= 0. Für n ≥ 3 folgt mit (1.22)〈

n

3

〉
=

(
3

1

)
(−1)2 1n +

(
3

2

)
(−1)1 2n +

(
3

3

)
(−1)0 3n

= 3− 3 · 2n + 3n ≡ −1 + (−1)n ≡
{

0 , n gerade
2 , n ungerade

(mod 4) .

�

Lemma 2.1.5 Seien m, k, p′, t ∈ N, m ≥ 2, k ≥ 3 und p′ der kleinste Primteiler
von m. Dann gilt

ordm

(
mk

k

)
≥
{

2 + t , p′ = 2, 3
3 + t , p′ ≥ 5

mit t = 0 für k = 3, 4 und t = 1 für k ≥ 5.

Beweis: Für jeden Primteiler p | m gilt

ordp

(
mk

k

)
≥ k − ordp k .

D. h. für jeweils einen auftretenden Faktor p in k wird ein Faktor m in mk für eine
untere Abschätzung entfernt. Mit Lemma 1.4.2 gilt ordp k ≤ [logp k] ≤ [logp′ k],
da p′ ≤ p und es folgt

ordm

(
mk

k

)
≥ min

p|m
{k − ordp k} ≥ k − [logp′ k] .

Für p′ = 2, 3 ist k − [logp′ k] ≥ k − [log2 k] =: l2(k). Es gilt l2(3) = l2(4) = 2,
l2(5) = 3. Für k ≥ 5 ist l2(k) monoton steigend, da der Term k linear ist, der
Term [log2 k] sich aber nur bei jeder 2er-Potenz um 1 erhöht. Für p′ ≥ 5 folgt
analog k− [logp′ k] ≥ k− [log5 k] =: l5(k) ≥ l2(k) mit l5(3) = 3, l5(4) = l5(5) = 4.

�

Satz 2.1.6 Seien n, p ∈ N, p prim, dann gilt

Sn(p) ≡
〈

n

p− 1

〉
≡
{
−1 , p− 1 | n

0 , p− 1 - n (mod p) .
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Beweis: Es gilt (
p

k

)
≡
{

1 , k = p
0 , k ≥ 1, k 6= p

(mod p) . (2.5)

Nach Satz 2.1.1 und (2.5) folgt für n ≥ p− 1

Sn(p) =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
p

k + 1

)
≡
〈

n

p− 1

〉
(mod p) . (2.6)

Für den Fall n < p − 1 bleibt (2.6) gültig, denn es gilt dann
〈

n
p−1

〉
= 0 und

mit (2.5) auch Sn(p) ≡ 0 (p). Der zweite Teil folgt mit dem kleinen Fermatschen
Satz, da wir als Summe Sn(p) =

∑p−1
ν=1 ν

n haben. Entgegen der Definition von Sn

vereinbaren wir hier zusätzlich S0(p) := p− 1. Dann gilt die Kongruenz Sn(p) ≡
Sn′(p) (p) für n ≡ n′ (p − 1) mit 0 ≤ n′ < p − 1. Für den Fall p − 1 | n folgt:
Sn(p) ≡ S0(p) ≡ p − 1 ≡ −1 (p). Für den Fall p − 1 - n folgt wegen n′ < p − 1
und (2.6): Sn(p) ≡ Sn′(p) ≡ 0. �

Die folgenden Kongruenzen werden ohne Kenntnis des Clausen-von Staudt Theo-
rems gezeigt, das später als Konsequenz dieser Kongruenzen folgen wird.

Satz 2.1.7 Seien n,m ∈ N, m > 1 und n gerade. Dann gilt

Sn(m) ≡ mBn ≡ −
∑
p|m

p−1|n

m

p
(mod m) .

Beweis: Nach Satz 2.1.1 gilt

Sn(m) =
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
m

k + 1

)
=

n+1∑
k=2

〈
n

k − 1

〉
m

k

(
m− 1

k − 1

)
.

Für (k,m) = 1 wegen m/k ≡ 0 (m) und für k 6= p nach Lemma 2.1.4 folgt〈
n

k − 1

〉
m

k

(
m− 1

k − 1

)
≡ 0 (mod m) .

Es bleiben (mod m) die Glieder für p | m übrig

Sn(m) ≡
∑
p|m

〈
n

p− 1

〉
m

p

(
m− 1

p− 1

)
(mod m) .

Nach Lemma 2.1.3 (3) und Satz 2.1.6 folgt für p > 2 und p | m〈
n

p− 1

〉(
m− 1

p− 1

)
≡
{
−1 , p− 1 | n

0 , p− 1 - n (mod p) .
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Für den Fall 2 | m wird der Term mit p = 2 direkt ausgewertet〈
n

1

〉(
m− 1

1

)
m

2
≡ −m

2
(mod m) .

Mit Lemma 2.1.3 (2) und den Fall p = 2 erhalten wir

Sn(m) ≡
∑
p|m

〈
n

p− 1

〉(
m− 1

p− 1

)
m

p
≡ −

∑
p|m

p−1|n

m

p
(mod m) .

Auf der anderen Seite folgt analog mit der gleichen Argumentation wie oben

mBn ≡
n∑

k=1

〈
n

k

〉
m

k + 1
(−1)k (mod m)

≡
∑
p|m

〈
n

p− 1

〉
m

p
(−1)p−1 ≡ −

∑
p|m

p−1|n

m

p
(mod m) .

�
Korollar 2.1.8 Seien n, p ∈ N, n gerade, p prim, dann gilt

pBn ≡
{
−1 , p− 1 | n

0 , p− 1 - n (mod p) .

Hieraus folgt unmittelbar

Satz 2.1.9 (Clausen-von Staudt) Sei n ∈ N, n gerade. Sei Bn = An/Tn mit
(An, Tn) = 1. Dann gilt

Bn +
∑
p−1|n

1

p
∈ Z und Tn =

∏
p−1|n

p .

Beweis: Zwei Beweisvarianten lassen sich nun angeben.

(1) Nach Korollar 2.1.8 folgt für p prim: ordp(Bn + 1
p
) ≥ 0 für p − 1 | n und

ordp(Bn) ≥ 0 für p− 1 - n, somit

Bn +
∑
p−1|n

1

p
∈ Z(p) für alle p ∈ P

und damit nach Lemma 1.4.7

Bn +
∑
p−1|n

1

p
∈ Z .
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(2) Nach Satz 2.1.1 folgt

Bn =
n∑

k=1

〈
n

k

〉
(−1)k

k + 1

=
n+1∑
k=4
k 6=p

〈
n

k − 1

〉
(−1)k−1

k
+
∑
p−1-n

〈
n

p− 1

〉
(−1)p−1

p

+
∑
p−1|n

〈
n

p− 1

〉
(−1)p−1

p
. (2.7)

Die ersten beiden Summen von (2.7) liegen in Z. Denn für k ≥ 4, k nicht prim,
gilt nach Lemma 2.1.4 a) und für p− 1 - n gilt nach Satz 2.1.6 b):

a)

〈
n

k − 1

〉
≡ 0 (mod k) , b)

〈
n

p− 1

〉
≡ 0 (mod p) .

Damit bleibt insgesamt übrig

Bn ≡
∑
p−1|n

〈
n

p− 1

〉
(−1)p−1

p
(mod Z) .

Weiterhin gilt für p− 1 | n 〈
n

p− 1

〉
≡ −1 (mod p)

und für p = 2 beachte man 1
2
≡ −1

2
(mod Z) und

〈
n
1

〉
= 1, somit gilt

Bn +
∑
p−1|n

1

p
≡
∑
p−1|n

(〈
n

p− 1

〉
+ 1

)
1

p
≡ 0 (mod Z) .

Der zweite Teil folgt aus Korollar 2.1.8 durch

p2Bn ≡ p2 An

Tn

≡ 0 (mod p) für alle p .

Damit ist Tn quadratfrei. Durch pBn ≡ −1 (p) für p− 1 | n folgt Tn =
∏

p−1|n
p. �

Korollar 2.1.10 Sei n ∈ N, n gerade. Sei Bn = An/Tn mit (An, Tn) = 1. Dann
gilt für p prim

p | An =⇒ p− 1 - n, p ≥ 5 , p | Tn ⇐⇒ p− 1 | n und 6 | Tn .
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Bemerkung 2.1.11 Die zweite Kongruenz aus Satz 2.1.7

mBn ≡ −
∑
p|m

p−1|n

m

p
(mod m)

für n,m ∈ N, n gerade, m > 1 folgt jetzt leicht mit Korollar 2.1.8 und Satz 2.1.9:

m

Bn +
∑
p−1|n

1

p

 ≡ 0 (mod m) ,

mBn ≡ −
∑
p−1|n

m

p
(mod m)

≡ −
∑
p|m

p−1|n

m

p
(mod m) ,

da m/p ≡ 0 (mod m) für p - m.

Für die folgenden Sätze wird nun die andere Darstellung von Sn durch die
Bernoulli-Zahlen benötigt. Dies hat den Grund, da die Kongruenzen einfacher
zu behandeln sind als die entsprechenden mit den Stirling-Zahlen.

Satz 2.1.12 Seien n,m ∈ N, n gerade und m > 1 ungerade. Sei Bn = An/Tn

mit (An, Tn) = 1 und (m,Tn) = 1. Dann gilt

Bn ≡
Sn(m)

m
(mod m) .

Beweis: Wegen (m,Tn) = 1 gilt 6 - m. Der Fall n = 2 wird getrennt behandelt:

S2(m)

m
=

1

6
− m

2
+
m2

3
≡ 1

6
= B2 (mod m) . (2.8)

Für n ≥ 4 haben wir nach Satz 1.1.3

Sn(m)

m
= Bn +

(
n

2

)
Bn−2

m2

3
+

n∑
k=3

(
n

k

)
Bn−k

mk

k + 1
. (2.9)

Nach Satz 2.1.9 und wegen B1 = −1
2

und B0 = 1 haben wir

ordm (mBk) ≥ 0 für Bk 6= 0 , 0 ≤ k ≤ n . (2.10)

Der kleinste mögliche Primteiler von m ist p = 5. Durch Lemma 1.4.11 und durch
Lemma 2.1.5 mit p′ ≥ 5 folgt für die Terme mit Bn−k 6= 0 für 2 ≤ k ≤ n

ordm

(
Bn−k

mk

k + 1

)
≥ ordm

(
Bn−k

m

)
+ ordm

(
mk+1

k + 1

)
≥ −2 + 3 = 1 .
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Somit fallen alle Terme von (2.9) mit k ≥ 2 (mod m) weg und es bleibt übrig

Bn ≡
Sn(m)

m
(mod m) ,

wobei diese Kongruenz existiert, da (m,Tn) = 1 gilt. Daraus folgt auchm | Sn(m),
da nach Satz 2.1.7 Sn(m) ≡ mBn ≡ 0 (m) gilt. �

Korollar 2.1.13 Seien n,m ∈ N, n gerade und m > 1. Sei Bn = An/Tn mit
(An, Tn) = 1. Dann gilt

An ≡ Tn
Sn(m)

m
(mod m) .

Beweis: Der Beweis des vorigen Satzes 2.1.12 braucht nur leicht modifiziert
werden. Gleichung (2.8) bzw. (2.9) wird mit Tn multipliziert:

Tn
Sn(m)

m
= An +

(
n

2

)
Bn−2 Tn

m2

3
+

n∑
k=3

(
n

k

)
Bn−k Tn

mk

k + 1
. (2.11)

Für (m, 6) = 1 bleiben die Betrachtungen für die rechte Seite von (2.11) un-
verändert. Für 2 | m bzw. 3 | m muss das Lemma 2.1.5 mit p′ ≥ 2 angewendet
werden. Der fehlende Faktor 2 bzw. 3 in der ordm-Betrachtung von (2.11) wird
aber durch den Faktor Tn wegen 6 | Tn wieder ergänzt. Daher gilt die behauptete
Kongruenz für jedes m > 1, da die rechte Seite (mod m) existiert, somit auch die
linke Seite von (2.11). �

Bemerkung 2.1.14 Eine weitere Beweisvariante des obigen Satzes 2.1.12 wäre
folgendermaßen möglich. Wegen (m,Tn) = 1 gilt, wie auch schon oben erwähnt,
mit Satz 2.1.7 Sn(m) ≡ mBn ≡ 0 (m) und damit m | Sn(m). Gleichung (2.3)
liefert

Sn(m)

m
=

n∑
k=1

〈
n

k

〉
1

k + 1

(
m− 1

k

)
.

Somit ist die folgende Kongruenz zu zeigen, die offensichtlich für m = p mit
p > n+ 1 gilt:

n+1∑
k=2

〈
n

k − 1

〉
(−1)k−1

k
≡

n+1∑
k=2

〈
n

k − 1

〉
1

k

(
m− 1

k − 1

)
(mod m) . (2.12)

Diese Kongruenz kann gliedweise betrachtet werden, denn es gilt nach (2.7)

Bn =
∑
p−1|n

〈
n

p− 1

〉
(−1)p−1

p
+

n+1∑
k=4

k 6=p, p−1|n

〈
n

k − 1

〉
(−1)k−1

k
. (2.13)
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Der Beweis von Satz 2.1.9 zeigte schon, dass die Glieder der zweiten Summe von
(2.13) in Z liegen, die der ersten Summe können gliedweise ausgewertet werden,
da durch (m,Tn) = 1 jeweils (m, p) = 1 gilt. Für die rechte Seite von (2.12) folgt
das gleiche, da zusätzlich der Faktor

(
m−1
k−1

)
vorkommt.

Das Wechselspiel der Faktoren〈
n

k − 1

〉
1

k

(
m− 1

k − 1

)
=

{
n

k − 1

}
(k − 1)!

k

(
m− 1

k − 1

)
=

{
n

k − 1

}
1

k
(m− 1) · · · (m− k + 1)

macht es möglich, die Kongruenzen auszuwerten. Dennoch wird hier darauf ver-
zichtet, da zu viele Fallunterscheidungen und spezielle Kongruenzen ausgewertet
werden müssten, die zur obigen Beweisvariante in keinem Verhältnis zum höheren
Aufwand stehen.

2.2 Reguläre und irreguläre Primzahlen

Im Bemühen, Aussagen über die Lösbarkeit der durch Wiles 1995 [Wil95] be-
wiesenen Fermatschen Vermutung (FLT) zu erhalten, führte Kummer 1850 den
Begriff der regulären und irregulären Primzahlen ein (vgl. [Neu92] und [IR90]).

Satz 2.2.1 (Wiles) Die Fermatsche Gleichung

xn + yn = zn , n > 2 (FLT)

besitzt keine Lösung für positive ganze Zahlen x, y, z und n.

Der Fall n = 3 wurde von Euler und der Fall n = 4 wurde von Fermat selbst
bewiesen. Es reicht dann nur mehr zu zeigen, dass für (FLT) keine Lösung für
Exponenten n = p mit p ungerade und prim existiert. Kummer hat dazu einen
bedeutenden Teil der Nicht-Lösbarkeit von (FLT) bewiesen.

Satz 2.2.2 (Kummer) Sei p ungerade und prim. Sei µp die Menge der p-ten
Einheitswurzeln. Sei hK die Klassenzahl des Kreisteilungskörpers K = Q(µp).
Gilt p - hK, dann besitzt

xp + yp = zp

keine Lösung in positiven ganzen Zahlen x, y, z.
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Hierfür führte Kummer folgende Begriffe ein: Eine ungerade Primzahl p heißt
regulär, falls p - hK des Körpers K = Q(µp) gilt, ansonsten heißt sie irregulär.
D. h. für reguläre Primzahlen p hat (FLT) mit n = p keine Lösung in positiven
ganzen Zahlen. Weiterhin zeigte Kummer eine äquivalente Bedingung zur Regu-
larität einer Primzahl p, die die Verbindung zu den Bernoulli-Zahlen herstellt.
Diese wird nun in der folgenden und oft gebräuchlichen Definition angegeben.

Definition 2.2.3 Eine ungerade Primzahl p heißt irregulär, wenn sie einen der
Zähler der Bernoulli-Zahlen B2, . . . , Bp−3 teilt. Teilt p keine dieser Zahlen, so
heißt p regulär. (p, ν) wird als irreguläres Paar bezeichnet, wenn p | Bν mit
2 ≤ ν ≤ p − 3 und ν gerade gilt. Der Index der Irregularität einer Primzahl p
wird durch

i(p) := #{(p, ν) ist irreguläres Paar | ν = 2, . . . , p− 3}

definiert. Dann ist p regulär ⇐⇒ i(p) = 0.

Die Liste der irregulären Primzahlen beginnt mit 37, 59, 67, 101. In [Wag78]
wurden alle irregulären Paare bis 125000 berechnet. In [BCE+01] wurden alle
irregulären Primzahlen bis 12 Millionen bestimmt. Die ungeraden Primzahlen
zerfallen in Klassen bzgl. ihres Indexes der Irregularität. Sei

Ik := {p ∈ P\ {2} | i(p) = k} , k ∈ N0 ,

dann haben wir die disjunkte Zerlegung⋃
k≥0

Ik = P\ {2} .

Siegel vermutete, dass der Anteil der Primzahlen Ik unter allen Primzahlen bei

1

2k k!
√
e

(2.14)

liegt. Siegel erwähnt in [Sie64], dass es probabilistische Betrachtungen erwarten
lassen, dass der Anteil aller irregulärer Primzahlen bei 1 − e−1/2 ≈ 0, 39 also
ca. 39% liegt. Diese vermuteten Verteilungen werden durch die Berechnungen in
[BCE+01] unterstützt.
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2.3 Kummer-Kongruenzen

In diesem Abschnitt werden Kongruenzen zwischen Bernoulli-Zahlen betrachtet.
Im folgenden sei immer Bn = An/Tn mit (An, Tn) = 1. Bisher lieferte nur der
Satz 2.1.9 (Clausen-von Staudt) Informationen über den Nenner Tn der Bernoulli-
Zahlen. Die folgenden Sätze geben auch Informationen über die Zähler An der
Bernoulli-Zahlen preis.

Satz 2.3.1 (Adams) Seien n, p ∈ N, n gerade und p prim. Für p− 1 - n gilt

Bn

n
∈ Z(p) bzw. ordp

(
Bn

n

)
≥ 0 .

Beweis: Siehe [IR90, Proposition 15.2.4, S. 238]. �

Der vorige Satz gestattet es nun, einen Teil des Zählers von Bn sofort anzugeben.

Korollar 2.3.2 Sei n ∈ N, n gerade. Dann gilt∏
p|n

p−1-n

pordp n | Bn .

Beweis: Sei Bn = An/Tn mit (An, Tn) = 1. Nach dem vorigen Satz 2.3.1 gilt für
alle p mit p− 1 - n: Bn/n ∈ Z(p). D. h. für jeden Primteiler p von n mit p− 1 - n
gilt pordp n | An, denn An/p

ordp n ist p-ganz. �

Es folgen die wichtigen Kummer-Kongruenzen, die alle weiteren Aussagen über
die Bernoulli-Zahlen ermöglichen.

Satz 2.3.3 (Kummer) Seien n, p ∈ N, n gerade, p prim und p − 1 - n. Für
n ≡ n′ (p− 1) gilt

Bn

n
≡ Bn′

n′
(mod p) .

Allgemeiner gilt für r ∈ N und n ≡ n′ (ϕ(pr))

(1− pn−1)
Bn

n
≡ (1− pn′−1)

Bn′

n′
(mod pr) .

Beweis: Siehe [IR90, Theorem 5, S. 239]. �

Der folgende Satz gibt Auskunft über gemeinsame Teiler von Zählern und Nen-
nern benachbarter Bernoulli-Zahlen. Dieses spezielle Ergebnis wird für die Ei-
genschaften von Sn in Abschnitt 2.4 verwendet. Es konnte keine Quelle gefunden
werden, in der dieses Resultat auftaucht.
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Satz 2.3.4 Sei k ∈ {2, 4, 6, 8, 10, 14}. Sei n ∈ N mit n− k ≥ 2 und n gerade. Ist
(An, Tn−k) = p1 · · · pr mit r ≥ 1, dann gilt: p1 · · · pr | n und pi - Tk für i = 1, . . . , r.

Beweis: Für i ∈ {1, . . . , r} gilt: Wegen pi | An folgt pi − 1 - n, wegen pi | Tn−k

folgt pi − 1 | n− k und pi < n. Weiterhin gilt pi - Tk, denn sonst würde pi − 1 | k
gelten und mit pi − 1 | n− k würde pi − 1 | k + n− k = n folgen. Widerspruch.

Annahme: Es gibt ein i ∈ {1, . . . , r} mit pi - n. Mit der Kummer-Kongruenz folgt

0 ≡ Bn

n
≡ Bn′

n′
(mod pi) mit n ≡ n′ (mod pi − 1) .

Es kann n′ mit 0 < n′ < pi − 1 gewählt werden. Auf der anderen Seite gilt:

0 ≡ n− k ≡ n′ − k (mod pi − 1) .

Somit haben wir n′ = k < pi. Da |Ak| = 1 gilt für k ∈ {2, 4, 6, 8} und der Zähler
von |Bk/k| gleich 1 ist für k = 10, 14, folgt

Bk

k
6≡ 0 (mod pi) .

Dies führt zum Widerspruch. Damit gilt pi | n für alle i ∈ {1, . . . , r} und schließ-
lich p1 · · · pr | n. �

Die Eigenschaft, dass Bn/n p-ganz für p − 1 - n ist, lässt sich auf die Kongru-
enzen zwischen Bn und Sn des Abschnitts 2.1 übertragen. Damit lassen sich die
Kummer-Kongruenzen auch mit Sn formulieren.

Satz 2.3.5 Seien n,m, p, r ∈ N, n gerade, p prim und m > 1 ungerade. Sei
Bn = An/Tn mit (An, Tn) = 1 und (m,Tn) = 1. Für pr | m gilt

Bn

n
≡ Sn(m)

nm
(mod pr) .

Beweis: Wir folgen dem Beweis von Satz 2.1.12 mit leichter Modifikation. Wegen
(m,Tn) = 1 gilt 6 - m und p − 1 - n mit p ≥ 5. Der Fall n = 2 folgt durch die
Kongruenz in (2.8). Für n ≥ 4 folgt bei Division durch n

Sn(m)

nm
=
Bn

n
+

(
n− 1

1

)
Bn−2

m2

2 · 3
+

n∑
k=3

(
n− 1

k − 1

)
Bn−k

mk

k(k + 1)
, (2.15)

wobei Bn/n wegen Satz 2.3.1 p-ganz ist. Gilt p | k(k + 1), so gilt entweder p | k
oder p | k + 1. Sei q = pr und m = m̃q, dann erhalten wir

Sn(m)

nm
=
Bn

n
+

(
n− 1

1

)
Bn−2

m̃2q2

2 · 3
+

n∑
k=3

(
n− 1

k − 1

)
Bn−k

m̃kqk

k(k + 1)
. (2.16)
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Die ordm-Betrachtungen im Beweis von Satz 2.1.12 übertragen sich sinngemäß auf
ordq-Betrachtungen, so dass die Terme mit qk für k ≥ 2 (mod q) verschwinden
und damit die Kongruenz

Sn(m)

nm
≡ Bn

n
(mod q) .

übrig bleibt. �

Die Kummer-Kongruenzen können noch weiter verallgemeinert werden, so dass
Satz 2.3.3 als Spezialfall auftritt. In [IR90, Kapitel 15] werden die beiden Sätze
2.3.1 und 2.3.3 durch die klassischen Voronoi-Kongruenzen hergeleitet, die hier
keine Rolle spielen werden. Eine weitere Möglichkeit wird durch die p-adische
Theorie gegeben. Die bei den Kummer-Kongruenzen in Satz 2.3.3 auftretenden
Faktoren (1− pn−1), als Euler-Faktoren interpretiert, liefern eine p-adische Be-
trachtung der Riemannschen Zetafunktion an negativen Stellen via (1.7) durch

ζp(1− n) = (1− pn−1) ζ(1− n) = (1− pn−1)

(
−Bn

n

)
(2.17)

und
ζp(1− n) ≡ ζp(1− n′) (mod pr)

für n ≡ n′ (ϕ(pr)) mit p − 1 - n und n gerade. Durch die Einführung gewisser
p-adischer Integrale erklären sich die Kummer-Kongruenzen in einem natürlichen
Kontext. Hierzu sei auf [Kob96] verwiesen. Eine ähnliche p-adische Betrachtung
von Bn folgt in Abschnitt 2.6.

Definition 2.3.6 Für n, p, r ∈ N, p prim, sei

S∗n(pr) :=

pr−1∑
j=1

(j,p)=1

jn

definiert. Es gilt

S∗n(pr) ≡
∑

j∈(Z/prZ)∗

jn (mod pr) .

Lemma 2.3.7 Seien n, p, r ∈ N, p prim mit p− 1 - n, dann gilt

S∗n(pr) ≡ 0 (mod pr) .

Dies gilt insbesondere für alle ungeraden n.
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Beweis: Wegen p−1 - n ist p eine ungerade Primzahl. Dann ist die multiplikative
Gruppe (Z/prZ)∗ zyklisch und es existiert eine Primitivwurzel g, die diese Gruppe
erzeugt. Es lässt sich die Summation zu einer geometrischen Reihe umordnen

(gn − 1)S∗n(pr) ≡ (gn − 1)

ϕ(pr)−1∑
ν=0

gνn ≡ gϕ(pr)n − 1 ≡ 0 (mod pr) . (2.18)

Es gilt gϕ(pr) ≡ 1 (pr), da aber p− 1 - n und ϕ(pr) = (p− 1)pr−1 gilt gn 6≡ 1 (pr).
Daher folgt S∗n(pr) ≡ 0 (pr). Für ungerade n gilt dies auch, da p ungerade und
daher p−1 - n. Dies lässt sich auch dadurch zeigen, dass dann für ±j ∈ (Z/prZ)∗

j 6≡ −j (pr) gilt mit (−j)n ≡ −jn (pr) und da ϕ(pr) gerade ist, heben sich alle
Summanden gegenseitig auf. �

Die Kongruenzen zwischen Bn/n und S∗n folgen nun als einfache Konsequenz.

Satz 2.3.8 Seien n, p, r ∈ N, n gerade, p prim mit p− 1 - n, dann gilt

(1− pn−1)
Bn

n
≡ S∗n(pr)

n pr
(mod pr) .

Beweis: Zunächst wird die Summation für Sn aufgespaltet, dann gilt

Sn(pr) =

pr−1∑
j=1

(j,p)=1

jn +

pr−1−1∑
j=1

(pj)n = S∗n(pr) + pnSn(pr−1) .

Nach Satz 2.3.5 und wegen Lemma 2.3.7 folgt

Bn

n
≡ Sn(pr)

n pr
≡ S∗n(pr)

n pr
+
pnSn(pr−1)

n pr
(mod pr) ,

wobei die letzten beiden Terme p-ganz sind. Für den zweiten Term gilt die fol-
gende Kongruenz, die auch das Entstehen der Potenz pn−1 erklärt

pnSn(pr−1)

n pr
≡ pn−1Sn(pr−1)

n pr−1
≡ pn−1Bn

n
(mod pr) ,

woraus die Behauptung mit n− 1 ≥ 1 sofort folgt. Dies gilt wiederum durch

Sn(pr−1)

n pr−1
≡ Bn

n
(mod pr−1) ,

wobei sich diese Kongruenz mit s ≥ 1 liften lässt

psSn(pr−1)

n pr−1
≡ psBn

n
(mod pr) ,

wie oben benötigt. �
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Die verallgemeinerten Kummer-Kongruenzen lauten wie folgt.

Satz 2.3.9 Seien e, k, n, p, r, ω ∈ N, n gerade, p prim mit p − 1 - n und ω =
k ϕ(pe). Dann gilt

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν(1− pn+νω−1)

Bn+νω

n+ νω
≡ 0 (mod per)

bzw.
r∑

ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν Bn+νω

n+ νω
≡ 0 (mod (per, pn−1)) .

Beweis: Siehe [Car53]. Der Beweis ist wiederum ein Spezialfall von allgemeinen
Kummer-Kongruenzen für spezielle Folgen (aν)ν≥1.

Der zweite Teil folgt für ps = (per, pn−1). Dann gilt s ≤ n − 1 und damit ver-
schwindet der Euler-Faktor (1− pn+νω−1) ≡ 1 (ps). �

Bemerkung 2.3.10 Diese allgemeinen Kummer-Kongruenzen übertragen sich
mit Satz 2.3.8 auch auf

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν S∗n+νω(per)

(n+ νω) per
≡ 0 (mod per)

bzw.
r∑

ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν S

∗
n+νω(per)

n+ νω
≡ 0 (mod p2er) .
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2.4 Eigenschaften von Sn

In diesem Abschnitt werden Teilungseigenschaften und Zerlegungen von Sn be-
trachtet. Für den folgenden Satz müssen schon Informationen investiert werden,
die erst durch die Kummer-Kongruenzen folgen.

Satz 2.4.1 Seien n,m, r ∈ N, n gerade. Dann gilt für r = 1, 2

m(r+1) | Sn(m) ⇐⇒ mr | Bn .

Beweis: Der triviale Fall m = 1 ist klar, daher sei m > 1. Sei Bn = An/Tn mit
(An, Tn) = 1. Es gilt (m,Tn) = 1 und 6 - m, sonst wäre nach Satz 2.1.7

Sn(m) ≡ mBn ≡ m
An

Tn

6≡ 0 (mod m) .

Fall r = 1: Nach Satz 2.1.12 gilt mit (m,Tn) = 1 und n gerade

m2 | Sn(m) ⇔ Bn ≡
Sn(m)

m
≡ 0 (mod m) ⇔ m | Bn .

Fall r = 2: Auf jeden Fall gilt m | Bn. Entweder wird m2 | Bn vorausgesetzt oder
m3 | Sn(m). Bei letzterer Voraussetzung gilt auch m2 | Sn(m) und mit Fall r = 1
folgt m | Bn. Für n = 2, 4, 6, 8 gilt |An| = 1, daher kann n ≥ 10 vorausgesetzt
werden. Für n ≥ 10 folgt nach Lemma 2.1.5 mit k ≥ 5 und p′ ≥ 5, vgl. Beweis
von Satz 2.1.12

Sn(m) ≡ Bnm+

(
n

2

)
Bn−2

3
m3 (mod m3)

bzw.

Sn(m) ≡ An

Tn

m+
n(n− 1)An−2

6Tn−2

m3 (mod m3) . (2.19)

Durch die Kummer-Kongruenzen liefert Satz 2.3.4: (An, Tn−2) | n. Da m | Bn gilt
auch (m,Tn−2) | n. Da (2.19) den Faktor n/Tn−2 enthält, kann dieser Faktor zu
n′/T ′n−2 gekürzt werden, so dass (m, 6T ′n−2) = 1 gilt. D. h. der Faktor n ergänzt
m3 um die Primzahlen, die Tn−2 wieder entfernt. Somit gilt die Kongruenz

Sn(m) ≡ An

Tn

m+
n′(n− 1)An−2

6T ′n−2

m3 ≡ An

Tn

m (mod m3) .

Schließlich folgt die Behauptung m3 | Sn(m) ⇐⇒ m2 | Bn, wenn man

Sn(m) ≡ An

Tn

m ≡ 0 (mod m3)

betrachtet. �
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Beispiel 2.4.2 Für n = 42 ist B42 = 1520097643918070802691
1806

. Somit gilt für m > 1

m2 | S42(m) ⇐⇒ m = 1520097643918070802691 ,

da der Zähler A42 eine Primzahl ist. Für n = 50 gilt für m > 1

m3 | S50(m) ⇐⇒ m = 5 ,

da A50 = 52·417202699·47464429777438199 ist. Weiterhin gilt T48 = 2·3·5·7·13·17.

Korollar 2.4.3 Sei M = {12, 16, 18, 20, . . .}. Sei p ≥ 5 eine Primzahl und

s(p) =
∏

n∈M ∩ [2,p−3]

Sn(p)

p
,

dann gilt für den Index der Irregularität i(p)

ordp s(p) ≥ i(p) und i(p) = 0 ⇐⇒ ordp s(p) = 0 .

Beweis: Eine irreguläre Primzahl p teilt Bl bzw. Bl/l für l = 2, 4, . . . , p−3 nach
Definition genau i(p) mal. Nach Lemma 2.5.1, das später folgen wird, gilt genau
für l ∈ M , dass der Zähler von Bl/l größer 1 ist. Für n ∈ M ∩ [2, p − 3] gilt
p | Sn(p) da p − 1 - n und mit Satz 2.4.1 folgt durch pr | Sn(p)/p ⇐⇒ pr | Bn

für r = 1, 2 der Rest. �

Bemerkung 2.4.4 Bis jetzt ist noch kein irreguläres Paar (p, l) bekannt, für das
p2 | Bl/l gilt. D. h. es gilt zumindest nach [BCE+01] für p < 12 000 000

ordp s(p) = i(p) .

Für die weiteren Untersuchungen werden Zerlegungsgesetze von Sn betrachtet.
Es gelten folgende Lemmata.

Lemma 2.4.5 Seien a, d,m, n ∈ N, dann gilt

Sn(am) ≡ aSn(m) (mod m) .

Für d | m gilt

Sn(m) ≡ m

d
Sn(d) (mod d)

und für d | m− 1 gilt

Sn(m) ≡ m− 1

d
Sn(d) (mod d) .
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Beweis: Die Summierung liefert

Sn(am) =
am−1∑
ν=1

νn =
a−1∑
k=0

m−1∑
ν=0

(km+ ν)n

≡
a−1∑
k=0

m−1∑
ν=0

νn = aSn(m) (mod m) .

Damit folgt für d | m
Sn(m) ≡ m

d
Sn(d) (mod d)

und für d | m− 1 folgt

Sn(m) = (m− 1)n + Sn(m− 1) ≡ m− 1

d
Sn(d) (mod d) .

�

Lemma 2.4.6 Seien m,n, n′, p ∈ N, m′ ∈ N0, p prim. Dann gilt für p − 1 - n,
m ≡ m′ (p) und n ≡ n′ (p− 1)

Sn(m) ≡ Sn′(m
′) (mod p) .

Für p− 1 | n gilt

Sn(m) ≡ m− 1−
[
m− 1

p

]
(mod p) .

Beweis: Fall p − 1 - n: Durch den kleinen Fermatschen Satz gilt Sn(m) ≡
Sn′(m) (p) mit n ≡ n′ (p− 1) und 0 < n′ < p− 1, da wegen n′ 6= 0 für alle ν gilt
νn ≡ νn′ (p). Dann folgt für m ≡ m′ (p)

Sn′(m) ≡
n′∑

k=1

〈
n′

k

〉(
m

k + 1

)
≡

n′∑
k=1

〈
n′

k

〉(
m′

k + 1

)
≡ Sn′(m

′) (mod p) .

Fall p− 1 | n: Nur die Summanden mit (ν, p) = 1 bleiben übrig

Sn(m) ≡
m−1∑
ν=1

(ν,p)=1

1 ≡ m− 1−
[
m− 1

p

]
(mod p) .

�
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2.5 Irreguläre Paare höherer Ordnung

Die Struktur von Bn wird durch die Kummer-Kongruenzen und der Betrachtung
von Bn/n ersichtlich. Im wesentlichen liefern die folgenden Betrachtungen Aussa-
gen über die Riemannsche Zetafunktion ζ(1−n) = −Bn/n für n gerade an nega-
tiven ganzzahligen ungeraden Stellen. Wie auch bei den Kummer-Kongruenzen
wird hier die Notation Bn/n weiterhin verwendet.

Lemma 2.5.1

(1) Für n gerade gilt |Bn/n| > 1 für n ≥ 18 und |Bn/n| → ∞ für n→∞.

(2) Nur für n ∈ {2, 4, 6, 8, 10, 14} ist der Zähler von |Bn/n| gleich 1.

Beweis:

(1) Durch (1.5) haben wir eine Gleichung mit der Riemannschen Zetafunktion∣∣∣∣Bn

n

∣∣∣∣ = 2ζ(n)
(n− 1)!

(2π)n
.

Für n > 1 ist ζ(n) streng monoton fallend mit ζ(n) → 1 für n → ∞. Mit
2 > ζ(n) > 1 und n > 4π für n ≥ 18 folgt

|Bn+2/(n+ 2)|
|Bn/n|

= 4
ζ(n+ 2)

ζ(n)

n(n+ 1)

(4π)2
> 2 .

Durch |B18/18| > 1 (vgl. Tabelle 1.1.1) folgt die Behauptung.

(2) Sei |Bn/n| = A′n/T
′
n mit (A′n, T

′
n) = 1. Aus Tabelle 1.1.1 ist leicht abzulesen,

dass A′n = 1 für n ∈ {2, 4, 6, 8, 10, 14} gilt. Dies gilt nicht für n = 12, n = 16
und für n ≥ 18 folgt mit (1), dass A′n > 1 ist. �

Lemma 2.5.2 Sei n ∈ N, n gerade. Sei |Bn/n| = A′n/T
′
n mit (A′n, T

′
n) = 1. Für

A′n > 1 gilt die Primfaktorzerlegung

A′n =
r∏

ν=1

plν
ν

mit pν sämtlich irreguläre Primzahlen und lν ≥ 1.

Beweis: Sei p ein Primteiler von A′n. Wegen p | A′n gilt p − 1 - n. Durch die
Kummer-Kongruenz folgt

0 ≡ Bn

n
≡ Bm

m
(mod p) mit n ≡ m (mod p− 1)

und 0 < m < p− 1. Damit gilt p | Bm und wegen m ≤ p− 3 ist p irregulär. �
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Nun lässt sich durch die vorigen bekannten Lemmata das folgende Resultat für
irreguläre Primzahlen angeben (vgl. [IR90, Kapitel 15]).

Satz 2.5.3 (Carlitz) Es existieren unendlich viele irreguläre Primzahlen.

Beweis: Die Kombination von Lemma 2.5.1 und Lemma 2.5.2 liefert die Exi-
stenz von irregulären Primzahlen, da |Bn/n| > 1 für n ≥ 18 und n gerade gilt.
Annahme: Es gibt nur endlich viele irreguläre Primzahlen R = {p1, . . . , pr} mit
r ≥ 1. Dann gilt mit

n = 18
r∏

ν=1

(pν − 1) > 18

und |Bn/n| = A′n/T
′
n mit (A′n, T

′
n) = 1: A′n > 1 und p1 · · · pr | T ′n nach Satz 2.1.9

(Clausen-von Staudt). Somit existiert eine weitere irreguläre Primzahl p /∈ R mit
p | A′n. Widerspruch. �

Die regulären und irregulären Primzahlen wurden in Abschnitt 2.2 eingeführt,
um Aussagen über die Fermat-Gleichung (FLT) zu treffen. Der letzte Satz zeigt,
dass es unendlich viele irreguläre Primzahlen gibt. Nur diese Primzahlen treten
in den Zählern von Bn/n bzw. ζ(1−n) auf. Deshalb wird im weiteren untersucht,
wie sich die irregulären Primzahlen und deren Potenzen in den Zählern von Bn/n
verteilen.

Lemma 2.5.4 Seien n, p, r ∈ N, n gerade, p prim und p− 1 - n. Gilt pr | Bn/n,
dann existiert ein minimales n′ mit n ≡ n′ (ϕ(pr)), für das pr | Bn′/n

′ gilt
mit 10 < n′ < ϕ(pr) und n′ 6= 14. Weiterhin gilt auch für alle nachfolgenden
nk = n+ kϕ(pr) mit k ∈ N: pr | Bnk

/nk.

Beweis: Durch die Kummer-Kongruenz gilt

0 ≡ (1− pn−1)
Bn

n
≡ (1− pn′−1)

Bn′

n′
(mod pr) (2.20)

mit n ≡ n′ (ϕ(pr)). Wegen p - 1 − pl gilt 1 − pl (pr) ∈ (Z/prZ)∗ für l ∈ N.
Somit sind 1−pn−1 und 1−pn′−1 (mod pr) Einheiten. Da beide Seiten von (2.20)
kongruent 0 sind, folgt

0 ≡ Bn

n
≡ Bn′

n′
(mod pr) . (2.21)

Durch die obige Kongruenz kann n′ mit n′ < ϕ(pr) gewählt werden. Die untere
Schranke ergibt sich aus Lemma 2.5.1, da für n ∈ {2, 4, 6, 8, 10, 14} der Zähler
von |Bn/n| gleich 1 ist. Die Kongruenz (2.21) gilt anstelle n′ natürlich auch für
nk = n+ kϕ(pr) mit k ∈ N, da n ≡ nk (ϕ(pr)) ist. �
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Eine irreguläre Primzahl p tritt als Teiler von Bl/l auf, wenn (p, l′) ein irreguläres
Paar ist und l ≡ l′ (p− 1) gilt. Das vorige Lemma motiviert die neue erweiterte
Definition von irregulären Paaren n-ter Ordnung, die für n = 1 mit der Definition
2.2.3 im wesentlichen übereinstimmt. In dieser Definition 2.2.3 ist eine Primzahl
p irregulär, wenn sie einen der Zähler der Bernoulli-Zahlen B2, . . . , Bp−3 teilt.
Dies ist mit der Forderung äquivalent, dass p einen der Zähler von Bν/ν für
ν = 2, 4, . . . , p− 3 teilt, da ν < p gilt.

Definition 2.5.5 Seien n, l, p ∈ N, p prim. (p, l) wird als irreguläres Paar n-ter
Ordnung bezeichnet, wenn pn | Bl/l mit 2 ≤ l < ϕ(pn) und l gerade gilt. Sei

Ψn := {(p, l) | pn | Bl/l, 2 ≤ l < ϕ(pn), 2 | l}

die Menge der irregulären Paare n-ter Ordnung. Der Index der irregulären Paare
n-ter Ordnung bzgl. einer Primzahl p werde definiert durch

in(p) := #{(p, l) | (p, l) ∈ Ψn} ,

wobei i1(p) = i(p) gilt. Die Äquivalenzklassen für ein (p, l) ∈ Ψn seien definiert
durch

[(p, l)]n := {(p, l′) | l ≡ l′ (mod ϕ(pn))} .
Für (p, l) ∈ Ψn und (p, l′) ∈ [(p, l)]n bzw. (p, l′) ∼n (p, l) gilt pn | Bl′/l

′.

Die nun folgenden Betrachtungen der irregulären Paare höherer Ordnungen durch
die Mengen Ψν führen zu neuen und erweiterten Ergebnissen, die die Struktur
von Bn bzw. Bn/n beschreiben.

Satz 2.5.6 Gilt Ψn 6= ∅ für ein n ∈ N, dann gilt auch Ψn−1, . . . ,Ψ1 6= ∅. Es
existieren die Abbildungen λν, für die gilt:

Ψn
λn−1−→ Ψn−1

λn−2−→ . . .
λ3−→ Ψ3

λ2−→ Ψ2
λ1−→ Ψ1

mit
λν : Ψν+1 → Ψν , (p, l) 7→ (p, l (mod ϕ(pν))) .

Beweis: Sei Ψn 6= ∅ für ein n ∈ N mit n > 1. Dann existiert ein Paar (p, l) ∈ Ψn,
für das pn | Bl/l gilt. Dann gilt auch pn−1 | Bl/l und nach Lemma 2.5.4 existiert
ein minimales l′ ≡ l (ϕ(pn−1)), so dass (p, l′) ∈ Ψn−1 gilt. Dies definiert auch die
Abbildung λn−1 : Ψn → Ψn−1, (p, l) 7→ (p, l (mod ϕ(pn−1))). Induktiv verfahre
man für Ψn−1, Ψn−2 bis Ψ1. �

Zum Auffinden von irregulären Paaren höherer Ordnung gibt der nächste Satz
Auskunft. Ausgehend von einem irregulären Paar n-ter Ordnung können irre-
guläre Paare (n+ 1)-ter Ordnung gefunden werden, sofern sie existieren.
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Satz 2.5.7 Seien n, p ∈ N, p eine irreguläre Primzahl. Seien (p, lj) ∈ Ψn alle
irregulären Paare n-ter Ordnung mit j = 1, . . . , in(p). Dann befinden sich alle
irregulären Paare (n+ 1)-ter Ordnung in den Mengen

Mj = {( p, lj + kϕ(pn) ) | k = 0, . . . , p− 1}

mit j = 1, . . . , in(p).

Beweis: Sei j ∈ {1, . . . , in(p)}. Nach Lemma 2.5.4 und Definition 2.5.5 gilt Mj ⊂
[(p, lj)]n. Sei (p, l′j) ein irreguläres Paar (n + 1)-ter Ordnung mit l′j < ϕ(pn+1).
Dann ist (p, l′j) ∈ [(p, lj)]n und es gilt nach Satz 2.5.6 λn((p, l′j)) = (p, lj) mit
l′j ≥ lj. Somit ist das kleinste mögliche Paar (p, l′j) = (p, lj) ∈ Mj. Das größte
mögliche Paar liegt ebenfalls in Mj. Durch lj < ϕ(pn) folgt mit k = p− 1

lj + (p− 1)ϕ(pn) < (1 + p− 1)ϕ(pn) = ϕ(pn+1) .

Wegen 2 + ϕ(pn+1) ≤ lj + pϕ(pn) ist (p, lj + (p − 1)ϕ(pn)) das größte mögliche
Paar. �

Lemma 2.5.8 Sei (αν)ν≥0 eine Folge mit aν ∈ Zp für alle ν ∈ N0. Seien n, p ∈ N
und p eine ungerade Primzahl. Für alle Folgenglieder mit ν ≥ 0 gelte

αν − 2αν+1 + αν+2 ≡ 0 (mod pn) . (2.22)

Dann sind alle Folgenglieder äquidistant (mod pn). Gilt α0 6≡ α1 (p), dann durch-
laufen α0 bis αpn−1 alle Restklassen (mod pn) und es existiert genau ein Folgen-
glied αs ≡ 0 (pn) mit 0 ≤ s < pn und s ≡ −α0(α1 − α0)

−1 (pn).

Beweis: Die Kongruenz (2.22) wird umformuliert zu

αν − αν+1 ≡ αν+1 − αν+2 (mod pn) , ν ∈ N0 .

Durch Induktion nach ν folgt sehr einfach, dass alle Folgenglieder äquidistant
(mod pn) sind. Sei δ = α1 − α0, dann gilt

αν ≡ α0 + δν (mod pn) .

Gilt α0 6≡ α1 (p), dann ist δ ∈ (Z/pnZ)∗ und α0 + δν bzw. αν durchlaufen alle
Restklassen (mod pn) für 0 ≤ ν < pn. Dann existiert genau ein Folgenglied αs,
für das 0 ≡ αs ≡ α0 + δs (pn) gilt mit 0 ≤ s < pn und s ≡ −α0 δ

−1 (pn). �

Nun lassen sich die irregulären Paare zweiter und höherer Ordnungen mit dem fol-
genden Satz charakterisieren, indem die verallgemeinerten Kummer-Kongruenzen
und das vorige Lemma kombiniert werden.
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Satz 2.5.9 Sei (p, l) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der Ordnung n. Sei (αj)j≥0 eine
Folge, die durch die existierenden Kongruenzen

αj ≡ p−n Bl+jϕ(pn)

l + jϕ(pn)
(mod p)

definiert wird. Dann erfüllt diese Folge (αj)j≥0 die Eigenschaften von Lemma
2.5.8. Sei ∆ ≡ α1 − α0 (p) mit 0 ≤ ∆ < p. Es gilt eine der folgenden Aussagen
bzgl. (p, l):

(1) Für ∆ = 0 und α0 6≡ 0 (p) existiert kein irreguläres Paar (n + 1)-ter und
höherer Ordnungen.

(2) Für ∆ = 0 und α0 ≡ 0 (p) sind alle (p, l+ j ϕ(pn)) ∈ Ψn+1 irreguläre Paare
(n+ 1)-ter Ordnung mit j = 0, . . . , p− 1.

(3) Für ∆ 6= 0 existiert mit (p, l + s ϕ(pn)) ∈ Ψn+1 genau ein irreguläres Paar
(n+ 1)-ter Ordnung mit 0 ≤ s < p und s ≡ −α0(α1 − α0)

−1 (p).

Beweis: Es ist (p, l) ∈ Ψn und nach Lemma 2.5.4 gilt (p, l + jϕ(pn)) ∈ [(p, l)]n
bzw. pn | Bl+jϕ(pn)/(l+jϕ(pn)) für alle j ∈ N0. Damit existieren die Kongruenzen

αj ≡ p−n Bl+jϕ(pn)

l + jϕ(pn)
(mod p) .

Es gelten die verallgemeinerten Kummer-Kongruenzen nach Satz 2.3.9 mit m
gerade, r = 2 und ω = ϕ(pn):

2∑
ν=0

(
2

ν

)
(−1)ν(1− pm+νω−1)

Bm+νω

m+ νω
≡ 0 (mod p2n) . (2.23)

Da n ≥ 1 und 2n ≥ n + 1 gilt (2.23) auch (mod pn+1). Für m = l + jϕ(pn) ≥ 2
reduziert sich der Term

pm+νω−1 Bm+νω

m+ νω
≡ 0 (mod pn+1) (2.24)

und es folgt
Bm

m
− 2

Bm+ω

m+ ω
+

Bm+2ω

m+ 2ω
≡ 0 (mod pn+1) . (2.25)

Wegen pn | Bl+jϕ(pn)/(l + jϕ(pn)) für j ≥ 0 reduziert sich die Kongruenz zu

Bm

pnm
− 2

Bm+ω

pn (m+ ω)
+

Bm+2ω

pn (m+ 2ω)
≡ 0 (mod p) .

Für m = l + jϕ(pn) und j ∈ N0 folgt schließlich

αj − 2αj+1 + αj+2 ≡ 0 (mod p) .
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Somit erfüllt die Folge (αj)j≥0 die Eigenschaften von Lemma 2.5.8. Haben wir
α0 ≡ α1 (p), dann gilt für α0 ≡ 0 (p): pn+1 | Bl+jϕ(pn)/(l+jϕ(pn)) für alle j ∈ N0.
Damit existieren p irreguläre Paare (n+1)-ter Ordnung mit (p, l+jϕ(pn)) ∈ Ψn+1

für j = 0, . . . , p−1. Der andere Fall α0 6≡ 0 (p) bedeutet, dass es keine irregulären
Paare (n+1)-ter Ordnung gibt. Damit gibt es auch keine weiteren Paare höherer
Ordnungen bzgl. (p, l), sonst gäbe es (p, l′r) ∈ Ψr mit einem r > n + 1. Mit
den Abbildungen λν für ν = r − 1, . . . , n würden wir (p, l′ν) ∈ Ψν erhalten mit
(p, l′n) = (p, l), schließlich also auch (p, l′n+1) ∈ Ψn+1. Widerspruch.

Es bleibt der letzte mögliche Fall α0 6≡ α1 (p). Dann haben wir mit Lemma 2.5.8
genau ein Folgenglied αs ≡ 0 (p) mit 0 ≤ s < p, wobei s ≡ −α0(α1 − α0)

−1 (p)
gilt. Damit ist (p, l+ sϕ(pn)) das einzige irreguläre Paar (n+ 1)-ter Ordnung. �

Bemerkung 2.5.10 Das Ergebnis des vorigen Satzes wird in [Van37] für den Fall
n = 1 beschrieben. Allerdings werden dort nur die ersten irregulären Primzahlen
37, 59 und 67 behandelt. In [Joh74] wurde für ein irreguläres Paar (p, l) die
Menge Tl,p definiert. Diese Mengen enthalten nach der obigen Terminologie die
Elemente k, für die ( p, l + kϕ(p) ) ein irreguläres Paar zweiter Ordnung ist. In
[Wag78] wurden für alle irregulären Paare (p, l) mit p < 125000 die Mengen
Tl,p berechnet. Alle diese Mengen Tl,p enthalten nur ein Element. D. h. für jedes
irreguläre Paar mit p < 125000 existiert genau ein irreguläres Paar (p, l′) zweiter
Ordnung und es gilt für diese Primzahlen i2(p) = i(p). Es ist noch anzumerken,
dass für diese berechneten irregulären Paare stets (p, l) 6= (p, l′) gilt. Es wurde
bisher kein irreguläres Paar (p, l) gefunden, für das p2 | Bl/l gilt.

Durch den vorigen Satz 2.5.9 lassen sich die irregulären Paare höherer Ordnungen
sukzessive finden. Der Beweis des vorigen Satzes lässt aber noch weitere Aussagen
zu. Ausgehend von einem irregulären Paar (p, l) ∈ Ψn kann auf ein irreguläres
Paar (p, l′) ∈ Ψ2n geschlossen werden. Hierbei müssen wir allerdings l > n vor-
aussetzen.

Satz 2.5.11 Sei (p, l) ∈ Ψn mit l > n ein irreguläres Paar der Ordnung n. Sei
(αj)j≥0 eine Folge, die durch die existierenden Kongruenzen

αj ≡ p−n Bl+jϕ(pn)

l + jϕ(pn)
(mod pn)

definiert wird. Gilt α0 6≡ α1 (p), dann existiert genau ein irreguläres Paar der
Ordnung 2n

(p, l + s ϕ(pn)) ∈ Ψ2n

mit 0 ≤ s < pn und s ≡ −α0(α1 − α0)
−1 (pn).

Entsprechend existiert für ν = 1, . . . , n− 1 jeweils ein irreguläres Paar der Ord-
nung n+ ν

(p, l + sν ϕ(pn)) ∈ Ψn+ν

mit 0 ≤ sν < pν und sν ≡ s (pν).
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Beweis: Wir können zunächst dem Beweis von Satz 2.5.9 mit leichter Modifi-
kation folgen. Die Kongruenz (2.23) gilt (mod p2n). Wegen l + jϕ(pn) > n für
j ∈ N0 können die Kongruenzen (2.24) und (2.25) (mod p2n) betrachtet werden.
Schließlich erhalten wir

αj − 2αj+1 + αj+2 ≡ 0 (mod pn) .

Damit erfüllt diese Folge (αj)j≥0 die Eigenschaften von Lemma 2.5.8. Gilt nun
α0 6≡ α1 (p), dann existiert genau ein Folgenglied αs ≡ 0 (pn) mit 0 ≤ s < pn und
s ≡ −α0(α1 − α0)

−1 (pn). Damit ist (p, l + sϕ(pn)) das einzige irreguläre Paar
der Ordnung 2n. Der Rest für ν = 1, . . . , n − 1 folgt identisch, indem die Folge
(αj)j≥0 und die Kongruenzen (mod pν) anstatt (mod pn) betrachtet werden. �

Ein weiteres Resultat kann gewonnen werden, wenn man die verallgemeinerten
Kummer-Kongruenzen für allgemeines r ≥ 2 betrachtet. Dann kann von einem
irregulären Paar (p, l) ∈ Ψn auf ein irreguläres Paar (p, l′) ∈ Ψrn geschlossen
werden, falls l > (r − 1)n gilt.

Satz 2.5.12 Sei (p, l) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der Ordnung n. Sei r ∈ N mit
r > 1 und es gelte l > (r−1)n. Sei (αj)j≥0 eine Folge, die durch die existierenden
Kongruenzen

αj ≡ p−n Bl+jϕ(pn)

l + jϕ(pn)
(mod p(r−1)n)

definiert wird. Dann erfüllt diese Folge (αj)j≥0 für alle j ∈ N0

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ναν+j ≡ 0 (mod p(r−1)n) .

Die Folgenglieder α0 bis αr−1 induzieren die gesamte Folge (αj)j≥0. Für die Fol-
genglieder αs, für die αs ≡ 0 (p(r−1)n) mit 0 ≤ s < p(r−1)n gilt, ist (p, l+sϕ(pn)) ∈
Ψrn ein irreguläres Paar der Ordnung rn. Sind die Folgenglieder α0 bis αr−1

äquidistant (mod p(r−1)n) mit α0 6≡ α1 (p), dann existiert genau ein irreguläres
Paar der Ordnung rn

(p, l + s ϕ(pn)) ∈ Ψrn

mit 0 ≤ s < p(r−1)n und s ≡ −α0(α1− α0)
−1 (p(r−1)n). Entsprechend existiert für

k = 1, . . . , (r − 1)n− 1 jeweils ein irreguläres Paar der Ordnung n+ k

(p, l + sk ϕ(pn)) ∈ Ψn+k

mit 0 ≤ sk < pk und sk ≡ s (pk).

Beweis: Die Argumentation folgt den vorangegangenen Sätzen. Es ist (p, l) ∈ Ψn

und nach Lemma 2.5.4 gilt (p, l + jϕ(pn)) ∈ [(p, l)]n für alle j ∈ N0. Damit
existieren die Kongruenzen

αj ≡ p−n Bl+jϕ(pn)

l + jϕ(pn)
(mod p(r−1)n) .
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Es gelten die verallgemeinerten Kummer-Kongruenzen nach Satz 2.3.9 mit m
gerade, r > 1 und ω = ϕ(pn):

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν(1− pm+νω−1)

Bm+νω

m+ νω
≡ 0 (mod prn) . (2.26)

Mit m = l + jϕ(pn) und j ≥ 0 folgt für m ≥ l > (r − 1)n

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν Bm+νω

m+ νω
≡ 0 (mod prn) (2.27)

und wegen pn | Bl+jϕ(pn)/(l + jϕ(pn)) reduziert sich die Kongruenz zu

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ναν+j ≡ 0 (mod p(r−1)n) . (2.28)

Das Folgenglied αr lässt sich durch die Folgenglieder α0 bis αr−1 berechnen und
sukzessives Anwenden von (2.28) liefert die gesamte Folge (αj)j≥0. Dabei gilt für
die Folgenglieder αs mit αs ≡ 0 (p(r−1)n) und 0 ≤ s < p(r−1)n: (p, l+sϕ(pn)) ∈ Ψrn

ist ein irreguläres Paar der Ordnung rn.

Sind die Folgenglieder α0 bis αr−1 äquidistant, dann sind alle Folgenglieder äqui-
distant. Dies lässt sich durch die Stirling-Zahlen und Gleichung (1.22) herleiten.
Mit r > 1 erhalten wir

0 =

〈
1

r

〉
=

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)r−ν ν . (2.29)

Seien γ, δ ∈ Z. Multiplizieren der Gleichung (2.29) mit δ und Addition mit der
Gleichung γ(1− 1)r = 0 ergibt mit Umstellung des letzten Terms

(−1)r+1

r−1∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν (γ + δν) = γ + δr . (2.30)

Übertragen wir (2.30) auf (2.28) mit γ = α0 und δ = α1 − α0, so erhalten wir

(−1)r+1

r−1∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν (α0 + δν) ≡ α0 + δr ≡ αr (mod p(r−1)n) . (2.31)

Durch sukzessives Anwenden von (2.31) sind auch alle nachfolgenden Folgen-
glieder äquidistant und es gilt αj ≡ α0 + δj (mod p(r−1)n) mit δ = α1 − α0. Gilt
α0 6≡ α1 (p), dann ist δ invertierbar (mod p(r−1)n) und es existiert nur eine Lösung
für 0 ≡ αs ≡ α0 + δs (p(r−1)n) mit s ≡ −α0(α1 − α0)

−1 (p(r−1)n).
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Analog gelten die Kongruenzen (2.28) und (2.31) (mod pk) für k = 1, . . . , (r −
1)n− 1. Die obigen Betrachtungen liefern jeweils eine Lösung sk ≡ s (pk). �

Die letzten Sätze zeigen, wie sukzessiv irreguläre Paare höherer Ordnungen ge-
funden und berechnet werden können. Sei (p, l) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der
Ordnung n. Sei

∆n ≡ p−n

(
Bl+ϕ(pn)

l + ϕ(pn)
− Bl

l

)
(mod p) (2.32)

mit 0 ≤ ∆n < p. Dann gibt der Satz 2.5.9 ein Kriterium an, dass nur für ∆n 6= 0
genau ein irreguläres Paar der Ordnung n+1 existiert. Betrachtet man eine Kette
von irregulären Paaren aufsteigender Ordnungen

(p, lν) ∈ Ψν , ν = 1, . . . , n

mit λν((p, lν+1)) = (p, lν) für ν = 1, . . . , n− 1, so kann man nach dem Verhalten
von ∆ν via (2.32) fragen. Überraschender Weise stellt sich heraus, dass

∆n = ∆n−1 = . . . = ∆1

gilt. Dieses Resultat wird wiederum durch die verallgemeinerten Kummer-Kon-
gruenzen gewonnen. Ausgehend von einem irregulären Paar (p, l1) ∈ Ψ1 mit ∆1 6=
0 erhalten wir also die Existenz von jeweils einem irregulären Paar aller höheren
Ordnungen n mit n = 2, 3, 4, . . . . Der gleich folgende Satz sichert dieses Resultat
bei induktiver Anwendung.

Definition 2.5.13 Sei (p, l) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der Ordnung n. Dann sei

∆(p,l) ≡ p−n

(
Bl+ϕ(pn)

l + ϕ(pn)
− Bl

l

)
(mod p)

mit 0 ≤ ∆(p,l) < p definiert. Im Falle ∆(p,l) = 0 heißt ∆(p,l) singulär.

Für eine irreguläre Primzahl p sei

∆(p) :=

{
1 , ∆p 6= 0
0 , ∆p = 0

definiert mit

∆p =

i(p)∏
ν=1

∆(p,lν) , (p, lν) ∈ Ψ1 .

Dann gilt ∆(p) = 1 ⇐⇒ alle ∆(p,lν) sind nicht singulär.
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Satz 2.5.14 Sei (p, ln) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der Ordnung n. Ist ∆(p,ln)

nicht singulär, dann existiert genau ein irreguläres Paar (p, ln+1) ∈ Ψn+1 mit
∆(p,ln) = ∆(p,ln+1).

Beweis: Im folgenden sei stets j ∈ N0. Es ist klar, dass p > 3 gilt. Sei abkürzend
∆n = ∆(p,ln) und B̂(l) = Bl/l notiert. Wir folgen dem Beweis von Satz 2.5.12
und betrachten die Folge (αj)j≥0 mit r = 3 und

αj ≡ p−nB̂(ln + jϕ(pn)) (mod p(r−1)n) .

Nach Lemma 2.5.1 gilt ln ≥ 12 und wegen (r − 1)n = 2n ≥ 2 bleiben die
Kongruenzen (2.26), (2.27) und (2.28) (mod pn+2) bzw. (mod p2) gültig. Das
liefert

αj − 3αj+1 + 3αj+2 − αj+3 ≡ 0 (mod p2) .

Bilden einer Differenzfolge (βj)j≥0 mit βj = αj+1 − αj liefert leicht

βj − 2βj+1 + βj+2 ≡ 0 (mod p2) .

Nach Lemma 2.5.8 ist die Folge (βj)j≥0 äquidistant (mod p2) und nach Voraus-
setzung folgt βj ≡ ∆n (p). Damit erhalten wir einen Ansatz mit γ, δ ∈ Z

αj+1 − αj ≡ βj ≡ ∆n + p (γ + j δ) (mod p2)

und schließlich

αj ≡ α0 +

j−1∑
ν=0

(∆n + p (γ + ν δ))

≡ α0 + j∆n + p j γ + p

(
j

2

)
δ (mod p2) . (2.33)

Nach Satz 2.5.9 haben wir mit einem geeigneten s

s ≡ −α0 ∆−1
n (mod p) , 0 ≤ s < p (2.34)

genau ein irreguläres Paar der Ordnung n+ 1

(p, ln+1) ∈ Ψn+1 , ln+1 = ln + s ϕ(pn) .

Als Konsequenz des Lemmas 2.5.8 gilt für alle j ∈ N0

αs+jp ≡ 0 (mod p) .

Damit erhalten wir die Folge (α′j)j≥0 mit

α′j ≡ αs+jp/p ≡ p−(n+1)B̂
(
ln+1 + jϕ(pn+1)

)
(mod p)
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zur Bestimmung eines irregulären Paares der Ordnung n+2 nach Satz 2.5.9. Nun
gilt nach Definition

∆n+1 ≡ α′1 − α′0 (mod p)

und mit (2.33) folgt

p∆n+1 ≡ p (α′1 − α′0) ≡ αs+p − αs

≡ p∆n + p2 γ + p δ

((
s+ p

2

)
−
(
s

2

))
≡ p∆n (mod p2) ,

da Umformungen (
s+ p

2

)
−
(
s

2

)
=

1

2
p (p+ 2s− 1)

liefern. Damit gilt die behauptete Aussage ∆n+1 = ∆n. �

Betrachten wir den letzten Satz 2.5.14 und Satz 2.5.9, dann benötigen wir zur
Berechnung irregulärer Paare höherer Ordnungen nur die einmalige Bestimmung
von ∆1 und dem jeweiligen Folgenglied α0.

Satz 2.5.15 Seien (p, l1) ∈ Ψ1 ein irreguläres Paar und ∆(p,l1) nicht singulär.
Dann existiert für jedes n > 1 genau ein irreguläres Paar (p, ln) ∈ Ψn der Ord-
nung n. Dabei gilt

∆(p,l1) = ∆(p,l2) = ∆(p,l3) = . . .

und
l1 ≤ l2 ≤ l3 ≤ . . . , lim

n→∞
ln =∞ .

Ist ∆(p) = 1, dann gilt

i(p) = i2(p) = i3(p) = . . . .

Beweis: Anwenden von Satz 2.5.14 liefert mit Induktion nach n

∆(p,l1) = ∆(p,l2) = ∆(p,l3) = . . .

mit jeweils genau einem irregulären Paar (p, ln) ∈ Ψn der Ordnung n. Satz 2.5.9
zeigt mit einem geeigneten sn, dass

ln+1 = ln + sn ϕ(pn) mit 0 ≤ sn < p

gilt und damit l1 ≤ l2 ≤ l3 ≤ . . . folgt. Annahme: Die Folge (lj)j≥1 ist stationär.
Dann existiert ein N ∈ N mit lN+j = lN für alle j ∈ N. Damit folgt

(p, lN) ∈ ΨN+j und pN+j | BlN

lN
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für alle j ∈ N. Widerspruch zu 0 < |BlN/lN | <∞. Damit gilt limn→∞ ln =∞.

Gilt ∆(p) = 1, dann gilt für alle i(p) irregulären Paare (p, l1,ν), ν = 1, . . . , i(p),
dass jeweils genau ein irreguläres Paar der höheren Ordnungen existiert und damit
i(p) = i2(p) = i3(p) = . . . folgt. �

Die Berechnung von ∆(p,l) kann über die Summe Sn erfolgen. Dies liefert eine
erneute Betrachtung der Kongruenzen für irreguläre Primzahlen.

Satz 2.5.16 Sei (p, l) ∈ Ψ1 ein irreguläres Paar, dann gilt

∆(p,l) ≡ p−2

(
Sl+p−1(p)

l + p− 1
− Sl(p)

l

)
(mod p)

mit 0 ≤ ∆(p,l) < p.

Beweis: Nach Definition 2.5.13 gilt

∆(p,l) ≡ p−1

(
Bl+ϕ(p)

l + ϕ(p)
− Bl

l

)
(mod p)

mit 0 ≤ ∆(p,l) < p und p− 1 - l. Damit folgt

p∆(p,l) ≡
Bl+ϕ(p)

l + ϕ(p)
− Bl

l
(mod p2) .

Nach Satz 2.3.5 gilt für s = 1

Bl

l
≡ Sl(p)

l p
(mod ps) . (2.35)

Doch diese Kongruenz gilt auch noch für s = 2, da p | Bl/l gilt. Wir müssen den
Beweis des Satzes 2.3.5 leicht modifizieren. Durch Lemma 2.5.4 haben wir l ≥ 12
und l − k 6≡ 0 (p− 1) für k = 0, 2, . . . , 10. Mit (2.15) folgt

Sl(p)

l p
=
Bl

l
+

(
l − 1

1

)
Bl−2

p2

2 · 3
+

l∑
k=4

(
l − 1

k − 1

)
Bl−k

pk

k(k + 1)
, (2.36)

wobei Bl/l, Bl−2 bis Bl−10 p-ganz sind. Die ordp-Betrachtungen für (2.36) folgen
wie im Beweis von Satz 2.3.5 mit p ≥ 37. Letztendlich fallen (mod p2) alle Terme
mit k ≥ 2 weg und es folgt (2.35) für s = 2. Damit folgt die Behauptung durch
die Kongruenz für Bl/l und analog auch für Bl+p−1/(l + p− 1). �

Da die irregulären Paare höherer Ordnungen nach Satz 2.5.9 sukzessive gefunden
werden können, andererseits die Zahlenbereiche für l mit (p, l) ∈ Ψn sehr groß
werden, macht es Sinn, die irregulären Paare höherer Ordnungen auch anders zu
notieren.
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Definition 2.5.17 Sei (p, l) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der Ordnung n. Dann sei
ein (n+ 1)-Tupel

(p, s1, s2, . . . , sn)

mit 0 ≤ sν < p für ν = 1, . . . , n und 2 | s1, 2 ≤ s1 ≤ p − 3 eine äquivalente
Notation zu (p, l) mit

l =
n∑

ν=1

sνϕ(pν−1) .

Die entsprechende Menge dieser Tupel werde mit Ψ̂n bezeichnet. Das Paar (p, l)
und das Tupel (p, s1, s2, . . . , sn) heißen assoziiert. Die entsprechenden Abbildun-
gen zu λn lauten

λ̂n : Ψ̂n+1 → Ψ̂n, (p, s1, s2, . . . , sn, sn+1) 7→ (p, s1, s2, . . . , sn) .

Bemerkung 2.5.18 Die Definition für Ψ̂n ist eindeutig. Es gilt Ψ1 = Ψ̂1. Für
n ≥ 2 haben wir für (p, l) ∈ Ψn ein assoziiertes Element (p, s1, s2, . . . , sn) ∈ Ψ̂n.
Dabei haben wir die Darstellung

l = s1 + (p− 1)ŝ , ŝ =
n−2∑
ν=0

sν+2 p
ν ,

wobei ŝ eine eindeutige p-adische Entwicklung besitzt.

Eine Nullstelle in der Folge (sν)ν≥1 an der Stelle k ≥ 2 hat zur Folge, dass es ein
irreguläres Paar (p, lk) der Ordnung k gibt, für das gilt

(p, lk) ∈ Ψk und (p, lk) ∈ Ψk−1 .

Für ein irreguläres Paar (p, l1) ∈ Ψ1 mit nicht singulärem ∆(p,l1) existiert nach
Satz 2.5.15 eine Kette von irregulären Paaren höherer Ordnungen

(p, l1) ∈ Ψ1 , (p, l2) ∈ Ψ2 , (p, l3) ∈ Ψ3 , . . .

bzw.
(p, s1) ∈ Ψ̂1 , (p, s1, s2) ∈ Ψ̂2 , (p, s1, s2, s3) ∈ Ψ̂3 , . . .

mit λν((p, lν+1)) = (p, lν) für ν ∈ N. Damit erhält man eine Zuordnung von (p, l1)
auf die Folge (lj)j≥1 bzw. (sj)j≥1. Diese Folgen können durch folgende Mengen
beschrieben werden

Ψ′ν := {(p, l) ∈ Ψν | ∆(p,l) 6= 0} .

Die Abbildungen λν gelten auch eingeschränkt mit λν : Ψ′ν+1 → Ψ′ν . Dann kann
in gewisser Weise ein projektiver Limes

Ψ∞ = lim
←−

Ψ′n

betrachtet werden. Dies führt zu folgender Definition.
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Definition 2.5.19 Die Menge

Ψ∞ :=
{
(p, l1, l2, . . .) | ∆(p,l1) 6= 0 , (p, lν) ∈ Ψν , ν ∈ N

}
beschreibe für alle irregulären Paare (p, l1) ∈ Ψ1 mit ∆(p,l1) 6= 0 die zugeordneten
Folgen (lj)j≥1 mit λν((p, lν+1)) = (p, lν) für ν ∈ N. Entsprechend sei die Menge

Ψ̂∞ :=
{
(p, s1, s2, . . .) | ∆(p,s1) 6= 0 , (p, s1, . . . , sν) ∈ Ψν , ν ∈ N

}
durch die assoziierten irregulären Paare definiert. Dabei kann einem irregulären
Paar (p, l) ∈ Ψ1 mit ∆(p,l) 6= 0 durch das entsprechende Element (p, l1, l2, . . .) ∈
Ψ∞ bzw. (p, s1, s2, . . .) ∈ Ψ̂∞ eine charakteristische p-adische Zahl

χ(p,l) =
∑
ν≥0

sν+2 p
ν ∈ Zp

zugeordnet werden, die alle Informationen der höheren Ordnungen enthält.

Lemma 2.5.20 Gibt es für eine irreguläre Primzahl p zwei verschiedene Ele-
mente (p, l1,1, l1,2, l1,3, . . .), (p, l2,1, l2,2, l2,3, . . .) ∈ Ψ∞ dann gilt

l1,j 6= l2,k für alle j, k ∈ N .

Beweis: Annahme: Es gilt l1,1 = l2,1. Nach Satz 2.5.15 existiert eine eindeutige
Folge (lj)j≥1 mit (p, l1, l2, . . .) ∈ Ψ∞. Daher müssen die Folgen und Elemente
identisch sein mit (lj)j≥1 = (l1,j)j≥1 = (l2,j)j≥1. Widerspruch. Daher gilt l1,1 6= l2,1

und l1,1 6≡ l2,1 (ϕ(p)). Aber wegen

lν,1 ≡ lν,j (mod ϕ(p)) , j ∈ N , ν = 1, 2

folgt die Behauptung. �

Lemma 2.5.21 Sei (p, l) ∈ Ψ1 ein irreguläres Paar mit ∆(p,l) nicht singulär. Es

seien r = ordp(Bl/l) und (p, s1, . . . , sr+1) ∈ Ψ̂r+1 das zu (p, l) gehörende irreguläre
Paar der Ordnung r + 1. Dann gilt

sr+1 ∆(p,l) ≡ −p−r Bl

l
(mod p)

mit s1 = l, sν = 0 für ν = 2, . . . , r, sr+1 6= 0. Für r = 1 gilt χ(p,l) ∈ Z∗p und für
r ≥ 2 gilt χ(p,l) ∈ pr−1Zp.
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Beweis: Es gilt r ≥ 1 und (p, l) ∈ Ψν für ν = 1, . . . , r. Mit Satz 2.5.9 gilt

s ≡ −p−rBl

l
∆−1

(p,l) (mod p) , (p, l + s ϕ(pr)) ∈ Ψr+1 (2.37)

mit 0 ≤ s < p. Es ist s 6= 0, da nach Voraussetzung ordp(p
−rBl/l) = 0 gilt. Für

das assoziierte Element (p, s1, . . . , sr+1) ∈ Ψ̂r+1 folgt mit (2.37) und Definition
2.5.17, dass s1 = l, sr+1 = s 6= 0 und sν = 0 für ν = 2, . . . , r gilt. Damit folgt
auch die behauptete Kongruenz. Wir haben nach Definition 2.5.19

χ(p,l) = s2 + s3 p+ . . .+ sr+1 p
r−1 + . . . ,

daher folgt für r = 1 und s2 6= 0 mit Satz 1.4.9, dass χ(p,l) ∈ Z∗p gilt. Für r ≥ 2
folgt ordp(χ(p,l)) = r − 1 und damit χ(p,l) ∈ pr−1Zp. �

Wenn ∆(p,l) nicht singulär bzw. ∆(p) = 1 ist, dann sind die Potenzen von pν

mit ν ∈ N in den Zählern von Bn gleichverteilt und es finden sich durch die
Kummer-Kongruenzen in den offenen Intervallen

(k ϕ(pν), (k + 1)ϕ(pν)) , k ∈ N0

jeweils genau i(p) Indizes nj, so dass pν | Bnj
gilt für j = 1, . . . , i(p).

Bisher ist noch kein singuläres ∆(p,l) eines irregulären Paares (p, l) gefunden wor-
den. Die Berechnungen in [BCE+01] sichern dies bis zum Index n = 12 000 000
ab, wobei die Berechnungen im Zusammenhang zur Iwasawa-Theorie gemacht
worden sind.

Der Fall ∆(p,l) = 0 kann als ein entarteter Fall betrachtet werden, da dann keine
Regelmäßigkeit mehr gilt. Nach Satz 2.5.9 gibt es zwei Fälle

(1) p2 - Bl: Es existieren keine irregulären Paare der höheren Ordnungen n ≥ 2.

(2) p2 | Bl: Es existieren p irreguläre Paare (p, l+ j ϕ(p)) der zweiten Ordnung
mit j = 0, . . . , p− 1.

Die Eigenschaft ∆(p,l) = 0 überträgt sich auch auf die höheren irregulären Paare,
analog zum nicht singulären Fall in Satz 2.5.14.

Satz 2.5.22 Sei (p, ln) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der Ordnung n mit ∆(p,ln) = 0.
Dann gibt es die Fälle

(1) (p, ln) /∈ Ψn+1: Es existieren keine irregulären Paare der Ordnung n+ 1.

(2) (p, ln) ∈ Ψn+1: Es existieren p irreguläre Paare (p, ln+1,j) ∈ Ψn+1 der Ord-
nung n+ 1, wobei ∆(p,ln+1,j) = 0 für j = 0, . . . , p− 1 gilt.
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Beweis: (1) geht auf Satz 2.5.9 und Fall (1) zurück. (2) liefert ebenfalls Satz
2.5.9 mit Fall (2), dass es p irreguläre Paare (p, ln+1,j) = (p, ln + jϕ(pn)) ∈ Ψn+1

der Ordnung n + 1 für j = 0, . . . , p − 1 gibt. Wir können dem Beweis von Satz
2.5.14 identisch folgen, bis auf die Kongruenz (2.34), die ∆n 6= 0 voraussetzt. Da
p irreguläre Paare der Ordnung n+ 1 existieren, muss (2.34) durch

s = 0, . . . , p− 1 (2.34’)

ersetzt werden. Die Betrachtungen erfolgen also für alle p Werte von s und liefern
schließlich

∆(p,ln) = ∆(p,ln+1,j) = 0 für j = 0, . . . , p− 1 .

�

Bemerkung 2.5.23 Die beiden Fälle ∆(p,l1) = 0 und ∆(p,l1) 6= 0 können durch
die folgenden Schemata deutlich gemacht werden:

∆(p,l1) = 0

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

l1 l2 l3

@
@

@

HHH
HHH

r
r r r

S
S
S

Q
Q

Q
QQrr r

A
A
A

@
@

@

A
A
A

@
@

@r r r r r r

∆(p,l1) 6= 0

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

l1 l2, l3 l4

@
@

@

r
r
r
@

@
@r

Hierbei bedeutet ein senkrechter Strich, dass (p, ln) ∈ Ψn ∩ Ψn+1 gilt. Auf der
linken Seite existieren damit p irreguläre Paare der Ordnung n+ 1, die durch die
Verzweigungen dargestellt sind. Ob überhaupt weitere Verzweigungen existieren,
ist von der entsprechenden Bernoulli-Zahl abhängig. Dann muss die Ordnung der
Potenz von p anstatt n mindestens n + 1 betragen. Auch muss jedes Mal eine
Nullstelle in der assoziierten Darstellung (p, s1, . . . , sn+1) ∈ Ψ̂n+1 auftreten. Die
rechte Seite zeigt dagegen, dass bei nicht singulärem ∆(p,l1) jeweils genau nur ein
irreguläres Paar der höheren Ordnungen existiert.

Kommen wir nun zu einer effektiven Berechnung von irregulären Paaren höherer
Ordnungen. Der Satz 2.5.12 liefert von einem irregulären Paar (p, l) ∈ Ψn ausge-
hend ein irreguläres Paar (p, l′) ∈ Ψrn. Doch dieser Satz lässt sich nur vereinfacht
anwenden, wenn die entsprechende Folge (αj)j≥0 äquidistant (mod p(r−1)n) ist.
Sonst muss man zur Suche eines Folgengliedes αs ≡ 0 (p(r−1)n) alle Glieder für
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0 ≤ s < p(r−1)n sukzessiv berechnen. Diese Suche kann aber Schritt für Schritt
erledigt werden, wenn man jeweils von einem irregulären Paar der Ordnung k zu
k + 1 übergeht.

Satz 2.5.24 Sei (p, l) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der Ordnung n mit ∆(p,l) nicht
singulär. Seien r, u ∈ N mit r > 1 und u = (r − 1)n. Es gelte l > u. Seien die
Folgenglieder

αj,0 ≡ p−n Bl+jϕ(pn)

l + jϕ(pn)
(mod pu) , j = 0, . . . , r − 1

gegeben. Für jeden Schritt k = 0, . . . , u− 1 wird wie folgt verfahren:

Die Folgenglieder αj,k für j = 0, . . . , rp− 1 werden durch

αj+r,k ≡ (−1)r+1

r−1∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ναj+ν,k (mod pu−k) .

sukzessive berechnet. Sei sk ≡ −α0,k∆
−1
(p,l) (p) mit 0 ≤ sk < p. Dann sind genau

die Folgenglieder αsk+µp,k ≡ 0 (p) für µ = 0, . . . , r − 1. Für k < u− 1 setze

αj,k+1 = αsk+jp,k/p , j = 0, . . . , r − 1 ,

und gehe zu Schritt k + 1, ansonsten wird abgebrochen. Sei (p, t1, . . . , tn) ∈ Ψ̂n

das assoziierte Element zu (p, l), dann gilt

(p, t1, . . . , tn, s0, . . . , su−1) ∈ Ψ̂rn .

Beweis: Sei stets j ∈ N0. Nach Satz 2.5.12 gilt

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ναj+ν,0 ≡ 0 (mod pu) . (2.38)

Sind die Folgenglieder für j = 0, . . . , r − 1 gegeben, so lassen sich alle weiteren
Folgenglieder sukzessiv bestimmen. Betrachtet man die allgemeinen Kummer-
Kongruenzen in Satz 2.3.9 mit ω = pkϕ(pn), 0 ≤ k < u, so folgt für (2.38)

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ναj+νpk,0 ≡ 0 (mod pu) , (2.39)

wobei die Folge (αj+νpk,0)ν≥0 sukzessive berechnet werden kann. Die betrachteten
Folgen (αj,k)j≥0 sind in gewisser Weise Teilfolgen von (αj,0)j≥0 und werden im we-
sentlichen durch (2.39) berechnet. Die Existenz der Folgen wird durch vollständi-
ge Induktion nach k gezeigt, wobei die Betrachtungen nur für k = 0, . . . , u − 1
gelten. Sei ln = l, dann existieren nach Satz 2.5.15 und Satz 2.5.9

(p, ln+k+1) ∈ Ψn+k+1 , ln+k+1 = ln+k + sk ϕ(pn+k) mit 0 ≤ sk < p
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für k = 0, . . . , u− 1. Sei abkürzend B̂(l) = Bl/l notiert.

Induktionsanfang k = 0: Die Folge (αj,0)j≥0 ist durch (2.38) gegeben und es gilt

αj,0 ≡ p−n B̂(l + jϕ(pn)) (mod pu) .

Induktionsschritt k 7→ k + 1 unter der Annahme die Behauptung gilt für k:
Die Folgenglieder αj,k für j = 0, . . . , r − 1 sind gegeben und die weiteren Folgen-
glieder werden durch

αj+r,k ≡ (−1)r+1

r−1∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ναj+ν,k (mod pu−k) (2.40)

bis zum Index j = rp− 1 berechnet. Satz 2.5.9 liefert

sk ≡ −α0,k∆
−1
(p,l) (p) mit 0 ≤ sk < p . (2.41)

Für k < u− 1 folgt αsk+jp,k ≡ 0 (p) für j = 0, . . . , r − 1 und damit lässt sich die
neue Folge

αj,k+1 ≡ αsk+jp,k/p

≡ p−(n+k+1) B̂
(
ln+k + (sk + jp)ϕ(pn+k)

)
≡ p−(n+k+1) B̂

(
ln+k+1 + jϕ(pn+k+1)

)
(mod pu−(k+1))

für j = 0, . . . , r − 1 definieren. Dann ist (pαj,k+1)j=0,...,r−1 eine Teilfolge von
(αj,k)j≥0. Induktiv ist dann (pk+1 αj,k+1)j=0,...,r−1 eine Teilfolge von (αj,0)j≥0 und
erfüllt in geeigneter Weise (2.39) und damit für k + 1 auch (2.40).

Sei (p, t1, . . . , tn) ∈ Ψ̂n das assoziierte Element zu (p, l). Gleichung (2.41) lie-
fert für k = 0, . . . , u − 1 genau die Elemente sk, die nach Definition 2.5.17 zur
Darstellung des irregulären Paares

(p, t1, . . . , tn, s0, . . . , su−1) ∈ Ψ̂rn

der Ordnung rn führen. �

Bemerkung 2.5.25 Im vorigen Satz haben wir die Einschränkung, dass für ein
irreguläres Paar (p, l) ∈ Ψn der Ordnung n und dem Parameter r

l > (r − 1)n

gelten muss. Für (691, 12) ∈ Ψ1 könnte man also maximal mit r = 12 die 12-te
Ordnung berechnen. Das lässt sich aber dadurch umgehen, dass die Startfolge
(αj,0)j≥0 im Index verschoben wird. Bei Verschiebung j 7→ j + t folgt

l + t ϕ(p) > (r − 1)n



2 Kongruenzen über Bernoulli-Zahlen 60

und damit kann ein größeres r gewählt werden. Ausgehend von einem irregulären
Paar (p, l) ∈ Ψ1 und Indexverschiebung um t = 2 lässt sich z. B.

r = l + 2ϕ(p) > 100

als maximales r wählen, was für alle ausgeführten Berechnungen im Anhang
ausreichend ist.

Generell muss aber folgendes beachtet werden: Im vorigen Satz wird von einer
Folge (αj,k)j≥0 zu einer Folge (αj,k+1)j≥0 übergegangen. Dabei werden die Fol-
genglieder mit αj,k ≡ 0 (p) bestimmt. Geht man nun von der verschobenen Folge
(αj,k)j≥t aus, wobei Folgenglieder αj,k ≡ 0 (p) mit 0 ≤ j < t existieren, dann ist
auch die gefundene Folge (α′j,k+1)j≥0 bzgl. (αj,k+1)j≥0 im Index verschoben.

Durch die Mengen Ψν lassen sich nun die Bernoulli-Zahlen Bn bzw. Bn/n be-
schreiben. Mit dieser Darstellung ist natürlich noch nicht viel gewonnen, wenn
man über die Mengen Ψν bzw. über die irregulären Paare höherer Ordnungen
wenige Informationen besitzt.

Wenn für die ersten irregulären Primzahlen p1, . . . , pr die irregulären Paare der
Ordnung 10 bestimmt sind (s. Tabelle A.3.1 im Anhang), dann kann man ad hoc
die Primfaktoren plν

ν für pν ≤ pr von Bn/n bis zum Index n = 4 ·1015 angeben.
Diese untere Grenze wird durch die erste irreguläre Primzahl 37 festgelegt.

Satz 2.5.26 Für n ∈ N, n gerade, gilt die Darstellung

Bn

n
= (−1)

n
2
−1
∏

p−1-n

pτ(p,n)
/ ∏

p−1|n

p1+ordp n

bzw.
Bn = (−1)

n
2
−1
∏

p−1-n

pτ(p,n)+ordp n
/ ∏

p−1|n

p

mit

τ(p, n) :=
∞∑

ν=1

#( Ψν ∩ {(p, n (mod ϕ(pν)))} ) .

Beweis: Sei |Bn/n| = A′n/T
′
n mit (A′n, T

′
n) = 1. Nach Lemma 2.5.2 gilt die

Primfaktorzerlegung

A′n =
r∏

ν=1

plν
ν

mit pν sämtlich irreguläre Primzahlen und lν ≥ 1. Im Fall A′n = 1 wird r = 0
gesetzt. Für eine Primzahl pν gilt plν

ν | Bn/n, somit ist (pν , n
′) ∈ Ψlν mit n′ ≡

n (ϕ(plν
ν )). Nach Satz 2.5.6 gilt λlν−1((pν , n

′)) = (pν , n (mod ϕ(plν−1
ν ))) ∈ Ψlν−1.
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Analog folgt mit λlν−j für j = 2, . . . , lν−1: (pν , n (mod ϕ(plν−j
ν ))) ∈ Ψlν−j. Damit

existiert in jeder Menge Ψj das Element (pν , n (mod ϕ(pj
ν))) für j = 1, . . . , lν .

Nach Definition 2.5.5 gilt (p, n (mod ϕ(pj))) /∈ Ψj für j > lν . Somit enthält die
Summe nur endlich viele Summanden ungleich Null

lν =
∞∑

ν=1

#( Ψν ∩ {(p, n (mod ϕ(pν)))} ) .

Für den Nenner T ′n gilt nach Satz 2.1.9 (Clausen-von Staudt) und nach Satz 2.3.1
(Adams) bzw. Korollar 2.3.2

T ′n =
∏

p−1|n

p
∏

p−1|n

pordp n .

Da die Bernoulli-Zahlen Bn abwechselndes Vorzeichen haben, folgt die obige Dar-
stellung von Bn/n. Mit

Bn =
Bn

n
n =

Bn

n

∏
p|n

pordp n

folgt der Rest. �

Korollar 2.5.27 Sei n ∈ N, n gerade. Durch |n|p = p− ordp n und ζ(1 − n) =
−Bn/n ergibt sich folgende Formel

ζ(1− n) = (−1)
n
2

∏
p−1|n

|n|p
p

∏
p−1-n

pτ(p,n)

mit τ(p, n) wie im vorigen Satz definiert.
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2.6 p-adische Betrachtung

Die p-adische Darstellung einer Bernoulli-Zahl Bn ist eng mit der Funktion Sn

verbunden. Seien n, p ∈ N, n gerade und p prim mit p − 1 - n. Dann gilt durch
Satz 2.1.9 Bn ∈ Zp und mit Satz 2.1.12 haben wir für alle k ∈ N

Bn ≡
Sn(pk)

pk
(mod pk) .

Somit können wir die Folge (sk)k≥1 mit

sk ≡
Sn(pk)

pk
(mod pk)

durch die Summe der n-ten Potenzen der natürlichen Zahlen berechnen und er-
halten mit (1.26) und (1.27)

(sk)k≥1 ∈ lim
←−

Z/pnZ ∼= Zp ,

woraus die p-adische Darstellung (ak)k≥0 nach Definition 1.4.8 leicht abzuleiten
ist. Diese Darstellung (ak)k≥0 ist wegen Bn ∈ Q\Z periodisch. Betrachten wir nur
den Zähler von Bn, erhalten wir natürlich eine endliche p-adische Darstellung, was
im folgenden Lemma gezeigt wird.

Lemma 2.6.1 Seien n, p ∈ N, n gerade und p prim. Sei Bn = An/Tn mit
(An, Tn) = 1. Die Folge (sk)k≥1 mit

sk ≡ (−1)
n
2
+1 Tn

Sn(pk)

pk
(mod pk) , 0 ≤ sk < pk

ist stationär. D. h. es gibt ein N ∈ N, so dass sN = sN+ν = |An| für alle ν ∈ N.

Beweis: Mit Korollar 2.1.13 und der Berücksichtigung des Vorzeichens haben
wir für alle k ∈ N

sk ≡ |An| ≡ (−1)
n
2
+1 Tn

Sn(pk)

pk
(mod pk) ,

wobei wir die Restklassen so wählen, dass 0 ≤ sk < pk gilt. Da |An| eine positive
ganze Zahl ist, folgt für alle k mit pk > |An|, dass sk = |An| gilt. �

Die Bernoulli-Zahlen Bn können also als p-adischer Limes der Folge Sn(pk)/pk

mit k →∞ betrachtet werden. Dieses Ergebnis und auch die Formel (2.2) für Bn

liefert die p-adische Theorie von stetigen und streng differenzierbaren Funktionen.
Die Darstellungen folgen [Rob00, Kapitel 4/5].
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Definition 2.6.2 Sei f : Zp → Cp eine stetige Funktion. f heißt streng diffe-
renzierbar im Punkt a ∈ Zp, wenn der Differenzenquotient

Φf(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y

für jede Folge (xn, yn) → (a, a) mit xn 6= yn für n → ∞ existiert und den
eindeutigen Grenzwert f ′(a) besitzt. Gilt diese Eigenschaft für jeden Punkt a ∈
Zp, so heißt die Funktion streng differenzierbar auf Zp. Die Menge der streng
differenzierbaren Funktionen auf Zp wird mit S1(Zp) bezeichnet.

In Analogie zum Riemann-Integral wurde von Volkenborn ein Integral über Zp

eingeführt. Dies macht nur Sinn für die eben definierte Klasse S1(Zp) von streng
differenzierbaren Funktionen.

Definition 2.6.3 Das Volkenborn-Integral ist definiert durch∫
Zp

f(x) dx = lim
n→∞

1

pn

pn−1∑
ν=0

f(ν)

für eine streng differenzierbare Funktion f ∈ S1(Zp).

Die folgenden Sätze zeigen die Verbindungen zu den bisherigen Betrachtungen.
Dabei werden die p-adischen Ergebnisse ohne Kenntnis der Funktion Sn her-
geleitet, obwohl die obige Definition des Integrals den Zusammenhang mit der
Summation für Sn erahnen lässt.

Satz 2.6.4 Für n ∈ N0 gilt ∫
Zp

xn dx = Bn .

Beweis: Siehe [Rob00, Kapitel 5, S. 270]. �

Das Integral liefert also für jede Primzahl p

Bn = lim
n→∞

1

pn

pn−1∑
ν=0

νn = lim
n→∞

Sn(pn)

pn
.

Somit haben wir durch |pn|p → 0 die p-adische Version des Satzes 2.1.1, in dem

Bn = lim
x→0

Sn(x)

x
, x ∈ R

hergeleitet wurde.
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Definition 2.6.5 Eine Reihenentwicklung der Form

f(x) =
∑
k≥0

ak

(
x

k

)
mit ak ∈ Cp und |ak|p → 0 heißt eine Mahlersche Reihe.

Die Mahlersche Reihenentwicklung hat in der p-adischen Theorie einen natürli-
chen Kontext, was die folgenden Sätze aussagen.

Satz 2.6.6 (Mahler) Jede stetige Funktion f : Zp → Cp besitzt eine Mahler-
sche Reihenentwicklung.

Beweis: Siehe [Rob00, Kapitel 4, S. 173]. �

Satz 2.6.7 Sei f ∈ S1(Zp) eine streng differenzierbare Funktion mit der Mah-
lerschen Reihenentwicklung

f(x) =
∑
k≥0

ak

(
x

k

)
,

dann gilt ∫
Zp

f(x) dx =
∑
k≥0

(−1)k ak

k + 1
.

Beweis: Siehe [Rob00, Kapitel 5, S. 265]. �

Nun können wir die endliche Mahlersche Reihenentwicklung für xn via (1.23)
durch die Stirling-Zahlen betrachten und erhalten für n ≥ 1

Bn =

∫
Zp

xn dx =

∫
Zp

(
n∑

k=1

〈
n

k

〉(
x

k

))
dx =

n∑
k=1

〈
n

k

〉
(−1)k

k + 1
.

Damit erhält der Satz 2.1.1 seine Erklärung in der p-adischen Theorie.

Die irregulären Paare höherer Ordnungen führen zu einer p-adischen Betrachtung
der Riemannschen Zetafunktion an negativen Stellen. Dazu werden die erhaltenen
Resultate in Abschnitt 2.5 durch ζ(1−n) = −Bn/n entsprechend umformuliert.

Sei (p, l) ∈ Ψ1 ein irreguläres Paar. Dann gilt

∆(p,l) ≡
ζ(1− l) − ζ(1− (l + p− 1))

p
(mod p)

mit 0 ≤ ∆(p,l) < p. Seien die Abbildungen

ψn : Zp → Z/pnZ

gegeben, wobei das Bild von ψn mit den Elementen der Restklassen identifiziert
wird, die in [0, pn) ∩ Z liegen. χ(p,l) ∈ Zp sei nach Definition 2.5.19 gegeben.
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Satz 2.6.8 Sei (p, l) ∈ Ψ1 ein irreguläres Paar und sei ∆(p,l) nicht singulär.
Dann existiert die Folge (lν)ν≥1 mit l1 = l und für n ≥ 1

ln+1 = ln + ϕ(p) ψn

(
ζ(1− ln)

p∆(p,l)

)
= ln + ϕ(pn) ψ1

(
ζ(1− ln)

pn ∆(p,l)

)
,

wobei gilt

ζ(1− ln) ∈ pnZp , lim
n→∞

|ζ(1− ln)|p = 0 mit ln →∞ .

Beweis: Nach Satz 2.5.15 und Definition 2.5.19 gibt es mit l1 = l ein Element
(p, l1, l2, . . .)∈Ψ∞. Nach Satz 2.5.9 lassen sich die irregulären Paare höherer Ord-
nungen mit

ln+1 = ln + s ϕ(pn)

und

s ≡ −p−nBln

ln
∆−1

(p,l) (mod p) , 0 ≤ s < p

berechnen. Damit gilt

s = ψ1

(
ζ(1− ln)

pn ∆(p,l)

)
und mit ψn(a pn−1) = pn−1ψ1(a) für a ∈ Zp folgt die behauptete Gleichung. Der
Rest ist die Konsequenz von Satz 2.5.15, dass (p, ln) ∈ Ψn mit ln →∞ gilt. �

In [Kob96, Kapitel II.6] wird eine p-adische Zetafunktion eingeführt. Dazu benöti-
gen wir die folgende Definition, die die Betrachtung in (2.17) enthält.

Definition 2.6.9 Sei p prim mit p ≥ 5. Sei

ζp(1− n) := (1− pn−1) ζ(1− n) = (1− pn−1)

(
−Bn

n

)
.

Für ein festes s0 ∈ {2, 4, . . . , p − 3} wird die p-adische Zetafunktion definiert
durch

ζp, s0 : Zp → Zp , ζp, s0(s) := lim
tν→s

ζp
(
1− (s0 + (p− 1)tν)

)
für jede beliebige Folge (tν)ν≥1, tν ∈ N0, die p-adisch gegen s konvergiert.

Die p-adische Zetafunktion ζp, s0(s) interpoliert die Zetafunktion ζp(1 − n) an
ganzzahligen positiven Stellen s durch

ζp, s0(s) = ζp(1− n)
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für n ≡ s0 (mod p − 1) und n = s0 + (p − 1)s für alle s ∈ N0. Da die positiven
Zahlen aus Z bzw. jede Restklasse in Zp dicht liegen, existiert höchstens eine
auf Zp stetige Funktion mit dieser interpolierenden Eigenschaft. Da Zp kompakt
ist, ist die obige Definition wohldefiniert und eindeutig. Schließlich gelangt man
durch die Kummer-Kongruenzen

ζp(1− n) ≡ ζp(1− n′) (mod pr)

für n ≡ n′ (mod ϕ(pr)) mit n ≡ n′ ≡ s0 (mod p − 1) zu einer stetigen Funktion
ζp, s0(s) auf Zp. Dies liefert der folgende Satz.

Satz 2.6.10 Seien p, s0 ∈ N fest gewählt. Die p-adische Zetafunktion ζp, s0(s) ist
eine eindeutige und stetige Funktion auf Zp.

Beweis: Siehe [Kob96, Kapitel II.6, Theorem 8, S. 46]. �

Die bisherigen Betrachtungen liefern eine Nullstelle der p-adischen Zetafunktion.

Satz 2.6.11 Sei (p, l) ∈ Ψ1 ein irreguläres Paar und sei ∆(p,l) nicht singulär. Sei

(p, s1, s2, . . .) ∈ Ψ̂∞ mit s1 = l die zu (p, l) zugeordnete assoziierte Folge. Dann
besitzt die p-adische Zetafunktion ζp, l eine Nullstelle

ζp, l

(
χ(p,l)

)
= 0

mit
χ(p,l) =

∑
ν≥0

sν+2 p
ν ∈ Zp .

Beweis: Es existieren zu (p, l) das eindeutige Element (p, l1, l2, . . .) ∈ Ψ∞ und

das assoziierte eindeutige Element (p, s1, s2, . . .) ∈ Ψ̂∞ mit l = l1 = s1 und nach
Definition 2.5.19 gilt

χ(p,l) =
∑
ν≥0

sν+2 p
ν ∈ Zp .

Die Aussagen von Satz 2.6.8 lassen sich auf

lim
n→∞

|ζp(1− ln)|p = 0 mit ln →∞

übertragen und p-adisch gilt

lim
n→∞

ln = l + (p− 1)χ(p,l) .

Damit haben wir die Existenz einer Nullstelle von ζp, l mit

ζp, l

(
χ(p,l)

)
= 0 .

�
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Das folgende bekannte Lemma gibt die Anzahl der Primfaktoren in n! an, vgl.
[Rob00, S. 241].

Lemma 2.6.12 Seien n, p ∈ N und p prim, dann gilt

ordp(n!) =
∑
ν≥1

[
n

pν

]
.

Beweis: Die auftretenden Primfaktoren und deren Potenzen von p müssen in
{1, . . . , n} gezählt werden. Es gibt darunter [n/pν ] Zahlen, die durch pν geteilt
werden, somit gibt es genau [n/pν ]− [n/pν+1] Zahlen, für die ordp = ν gilt. Damit

ordp(n!) =
∑
ν≥1

ν

([
n

pν

]
−
[
n

pν+1

])
=
∑
ν≥1

[
n

pν

]
.

�

Eine ähnliche Formel lässt sich nun für die Bernoulli-Zahlen angeben, indem nur
diejenigen Bernoulli-Zahlen betrachtet werden, die in Zp liegen.

Definition 2.6.13 Seien n, p ∈ N, n gerade und p prim. Dann sei

βn,p! :=
n∏

ν=2
2|ν

βν,p

mit

βν,p ∈ Zp , βν,p =

{
Bν/ν , p− 1 - ν

1 , p− 1 | ν
definiert.

Satz 2.6.14 Sei n ∈ N gerade und p eine irreguläre Primzahl mit ∆(p) = 1.
Dann gilt

ordp(βn,p!) =

i(p)∑
k=1

∑
ν≥1

[
n− lk,ν

ϕ(pν)
+ 1

]
mit

(p, lk,1, lk,2, . . .) ∈ Ψ∞ , k = 1, . . . , i(p) .

Weiterhin gilt im Mittel

lim
n→∞

ordp(βn,p!)

n
= i(p)

p

(p− 1)2
.
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Beweis: Zunächst betrachten wir ein irreguläres Paar (p, l1) ∈ Ψ1 mit dem
Element (p, l1, l2, . . .) ∈ Ψ∞, das nach der Voraussetzung ∆(p) = 1 existiert.
Nach Satz 2.5.15 und Definition 2.5.5 haben wir

l1 ≤ l2 ≤ l3 ≤ . . . , lim
n→∞

ln =∞

mit lν < ϕ(pν). Für n < lν folgt mit −ϕ(pν) < n− lν < 0, dass[
n− lν
ϕ(pν)

+ 1

]
= 0

für fast alle ν gilt. Mit den Index-Mengen

Jν = Jν(n) = {1, . . . , n} ∩ {lν + k ϕ(pν) | k ∈ N0} (2.42)

folgt für lν ≤ n, dass

#Jν =

[
n− lν
ϕ(pν)

+ 1

]
> 0 (2.43)

und ordp(βj,p) ≥ ν für j ∈ Jν gilt. Nach Konstruktion gilt Jν+1 ⊆ Jν und damit
ordp(βj,p) = ν für j ∈ Jν\Jν+1. Die Summierung liefert∑

ν≥1

ν

([
n− lν
ϕ(pν)

+ 1

]
−
[
n− lν+1

ϕ(pν+1)
+ 1

])
=
∑
ν≥1

[
n− lν
ϕ(pν)

+ 1

]
.

Nach Voraussetzung gibt es i(p) irreguläre Paare (p, lµ,1) ∈ Ψ1 mit

(p, lµ,1, lµ,2, . . .) ∈ Ψ∞ , µ = 1, . . . , i(p) .

Nach Lemma 2.5.20 haben die Folgen (lµ,ν)ν≥1 für µ = 1, . . . , i(p) kein gemeinsa-
mes Element, das in zwei verschiedenen Folgen auftritt. Damit erstreckt sich die
obige Summation über disjunkte Index-Mengen Jν bei festem ν betrachtet für
jedes der i(p) irregulären Paare.

Im Mittel betrachtet, folgt für (2.42) und (2.43)

lim
n→∞

#Jν(n)

n
= lim

n→∞

1

n

(
n− lν
ϕ(pν)

+O(1)

)
=

1

ϕ(pν)
. (2.44)

Nach Konstruktion gilt

J1(∞) ⊃ J2(∞) ⊃ J3(∞) ⊃ . . .

und wegen lν < ϕ(pν) gibt es in den offenen disjunkten Intervallen

(k ϕ(pν), (k + 1)ϕ(pν)) , k ∈ N0
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jeweils genau einen Index lν bzw. l′ν,k = lν + k ϕ(pν) eines irregulären Paares
(p, lν) bzw. eines Elements (p, l′ν,k) ∈ [(p, lν)]ν der Ordnung ν. Das anteilsmäßige
Abzählen der auftretenden Potenzen von p mit der i(p)-fachen Vielfachheit, da
jedes irreguläre Paar berücksichtigt wird, liefert

lim
n→∞

ordp(βn,p!)

n
= i(p)

∑
ν≥1

1

ϕ(pν)
= i(p)

p

(p− 1)2
.

Stillschweigend wurde hier der Limes mit der Summation vertauscht. Das obige
Abzählkriterium impliziert aber die Gleichmäßigkeit von (2.44), wenn wir für n
die Folge nk = ϕ(pk) betrachten. �

Beispiel 2.6.15 Für p = 491 haben wir i(p) = 3 und ∆(p) = 1. Es gilt

(491, 292, 218, 299, 225), (491, 336, 260, 15, 41), (491, 338, 59, 160, 106) ∈ Ψ̂4, vgl.
Tabelle A.3.1 im Anhang. Damit lässt sich z. B. für n = 107

ordp(βn,p!) = 61351

berechnen. Der letzte Satz liefert die Approximation

n i(p)
p

(p− 1)2
≈ 61349, 4 .
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2.7 Algorithmen zur Berechnung

In diesem Abschnitt werden Algorithmen beschrieben, die den Zähler An einer
Bernoulli-Zahl Bn mit n gerade für n ≥ 10 berechnen, da sonst |An| = 1 gilt.

Die Berechnung der Bernoulli-Zahlen für kleine Indizes kann durch die klassische
Rekursionsformel (1.16) erledigt werden:

Bn = − 1

n+ 1

n−1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk , n ≥ 1 .

Diese Formel hat den Nachteil, dass für die nächste Bernoulli-Zahl alle vorherigen
Bernoulli-Zahlen bekannt sein müssen. Dabei ist klar, dass die Summanden für
die ungeraden Indizes mit k ≥ 3 verschwinden, daher werden im wesentlichen
nur die geraden Indizes betrachtet. Die Rekursionsformel lässt sich durch Mul-
tisectioning (s. [Har97]) weiter verbessern, indem in der Summe nur über einen
Teil der Indizes summiert werden muss. Dennoch benötigt man weiterhin O(n)
vorherige berechnete Bernoulli-Zahlen. Bereits im Jahre 1893 stellte Haussner in
[Hau93] erste Ansätze für verkürzte Rekursionsformeln vor, die nur den q-ten Teil
(q ≥ 2) der vorherigen Bernoulli-Zahlen (mit geraden Index) benötigen. Davor
waren nur Verfahren für die Hälfte der Zahlen mit q = 2 bekannt.

Ein anderer Weg wird durch die expliziten Formeln beschrieben. Mit (2.2) und
(2.4) haben wir

Bn =
n∑

k=1

〈
n

k

〉
(−1)k

k + 1
=

n∑
k=1

1

k + 1

k∑
ν=1

(
k

ν

)
(−1)ν νn , n ≥ 1 .

Die bisher bekannten expliziten Formeln werden nach [Gou72] immer durch Dop-
pelsummen beschrieben. Damit hat man O(n2) Summanden zur Auswertung.

Deshalb wird hier ein bekannter Weg über die Riemannsche Zetafunktion ζ(s)
beschritten, der sehr naheliegend ist und sogar etwas über die Bernoulli-Zahlen
erzählt. Durch den Einsatz von Computern bietet sich die Möglichkeit, Fließkom-
mazahlen mit beliebiger Genauigkeit zur Berechnung zu verwenden. Dafür wird
das freie Programmpaket apfloat von Tommila (s. [Tom01]) eingesetzt. In diesem
Programmpaket sind auch schnelle und effiziente Algorithmen implementiert, die
die Kreiszahl π mit beliebig vielen Stellen berechnet. Diese schnelle Berechnung
der Zahl π ist durch die in jüngster Zeit gefundenen Algorithmen möglich gewor-
den (s. [BBBP96]), wobei aber nicht zu vergessen ist, dass schon Ramanujan ca.
1910 schnell konvergierende Formeln entwickelt hatte, wie z. B.

1

π
=

2
√

2

9801

∞∑
ν=0

(4ν)! (1103 + 26390 ν)

(ν!)4 3964ν
,

die erst in heutiger Zeit Einsatz finden (s. [BBBP96]).
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Sei im folgenden stets n ∈ N mit n gerade, wenn nichts anderes vereinbart ist.
Wie schon des öfteren erwähnt, haben wir durch die Gleichungen (1.4), (1.5) und
(1.9) den Zusammenhang

ζ(n) = −1

2

(2πi)n

n!
Bn

mit der Riemannschen Zetafunktion

ζ(s) =
∞∑

ν=1

ν−s =
∏

p

(1− p−s)−1 , s ∈ C , Re s > 1 . (2.45)

Die Reihe für ζ(n), die nur aus positiven Reihengliedern besteht, braucht nur
bis zu einem gewissen Index N ausgewertet werden. In [CH72] gibt Chowla eine
exakte Formel zur Berechnung an

|Bn| =
1

2(2n − 1)

1 +

4(2n − 1)n!

(2π)n

3
2
n∑

ν=1

ν−n

 .

Im wesentlichen liefert diese Formel bzw. der Term in den runden Klammern die
vorzeichenlosen Genocchi-Zahlen Gn ∈ N, die mit den Bernoulli-Zahlen durch
Gn = (−1)n/2−12(2n − 1)Bn in Beziehung stehen und in der Reihenentwicklung
von

tan
x

2
=
∞∑

ν=1

G2ν

(2ν)!
x2ν−1 , |x| < π

auftreten, vgl. [GKP94]. Somit existiert mit N = 3
2
n eine erste Abschätzung für

die zu berechnende Partialsumme von ζ(n). Es kann jedoch mit einem etwas
anderen Ansatz eine untere Schranke mit N ≥ n/17 gefunden werden.

Sei im folgenden |Bn| = An/Tn mit (An, Tn) = 1. Nach Satz 2.1.9 lässt sich der
Nenner leicht berechnen durch

Tn =
∏

p−1|n

p . (2.46)

Somit folgt für den Zähler

An = 2Tn
n!

(2π)n
ζ(n) . (2.47)

Lemma 2.7.1 Sei N ∈ N. Dann gilt für s ∈ R mit s > 1 die Abschätzung∑
ν>N

ν−s <
N1−s

s− 1
.
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Beweis: Für x > 0 ist x−s streng monoton fallend mit x−s → 0 für x→∞. Mit
einer Standardabschätzung haben wir∑

ν≥N

ν−s >

∫ ∞
N

x−s dx >
∑
ν>N

ν−s .

Mit ∫ ∞
N

x−s dx =
x1−s

1− s

∣∣∣∣∣
∞

N

=
N1−s

s− 1

folgt die Behauptung. �

Damit folgt eine Begrenzung der Summierung der Reihe für ζ(n). Mit den wei-
teren Lemmata kann Tn und n! abgeschätzt werden.

Lemma 2.7.2 Sei n ∈ N, n gerade. Sei ε > 0. Dann existiert ein Nε ∈ N mit

An = 2Tn
n!

(2π)n

Nε∑
ν=1

ν−n + Rε

und 0 < Rε < ε.

Beweis: Sei τn = 2Tn n!/(2π)n. Dann gilt für N ∈ N

An = τn ζ(n) = τn

N∑
ν=1

ν−n + τn
∑
ν>N

ν−n .

Mit dem vorigen Lemma folgt für ein hinreichend großes N

RN = τn
∑
ν>N

ν−n < τn
N1−n

n− 1
≤ ε ,

da N1−n

n−1
→ 0 für N →∞ geht. �

Lemma 2.7.3 Sei
θ(x) :=

∑
p≤x

log p ,

wobei sich die Summe über alle Primzahlen kleiner gleich x erstreckt. Dann exi-
stiert eine Konstante c1 mit

θ(x) < c1 x .

Es kann c1 = 4 log 2 gewählt werden.

Beweis: Siehe [IR90, Proposition 2.4.3, Seite 23]. �
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Lemma 2.7.4 Für die Gammafunktion gilt für x ∈ R>0 die Stirlingsche Formel

Γ(x+ 1) =
√

2πx xx e−x+η(x)/(12x) , 0 < η(x) < 1 .

Beweis: Siehe [Rem92, Seite 52]. �

Satz 2.7.5 Sei n ∈ N, n gerade. Dann werden N = O(n) Summanden benötigt,
so dass gilt

An − 2Tn
n!

(2π)n

N∑
ν=1

ν−n < 1 . (2.48)

Beweis: Wir müssen nach Lemma 2.7.2

τ ′n = 2Tn
n!

(2π)n

∑
ν>N

ν−n

abschätzen. Für Tn folgt mit Lemma 2.7.3 und (2.46)

Tn =
∏

p−1|n

p ≤
∏

p≤n+1

p = eθ(n+1) < e(n+1)c1 . (2.49)

Für n! = Γ(n+ 1) folgt mit Lemma 2.7.4

n! <
√

2πnnne−n+1/(12n) . (2.50)

Eine Abschätzung für N folgt nun mit (2.49), (2.50) und Lemma 2.7.1

τ ′n < 2e(n+1)c1
√

2πnnne−n+1/(12n)(2π)−nN
1−n

n− 1
≤ 1 .

Umformungen liefern

Nn−1 ≥ 2e2c1−1

√
2π

n3/2e1/(12n)

n− 1

(
n
ec1−1

2π

)n−1

. (2.51)

Für die untere Abschätzung von N muss schließlich die (n− 1)-te positive reelle
Wurzel von (2.51) betrachtet werden. Der erste Faktor der rechten Seite von
(2.51) ist konstant, für den zweiten Faktor gilt

lim
n→∞

(
n3/2e1/(12n)

n− 1

) 1
n−1

= lim
n→∞

e(3/2 log n−log(n−1))/(n−1)e1/(12n(n−1)) = 1

und mit dem dritten Faktor folgt insgesamt: N = O(n). �

Die Größenordnung für eine untere Abschätzung von N lässt sich nach dem fol-
genden Lemma (vgl. [Rad34]) betrachten, das die untere Schranke für Tn für
unendlich viele n angibt.
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Lemma 2.7.6 (Rado) Für alle der unendlich vielen n ∈ N der Form n = 2p
mit p prim und p = 3k + 1 gilt

Bn ≡
1

6
(mod Z) bzw. Tn = 6 .

Beweis: Anwendung des Satzes 2.1.9 (Clausen-von Staudt): n = 2p besitzt nur
die Teiler {1, 2, p, 2p} mit p ≥ 7 prim. Sei q ≥ 5 prim ein möglicher Faktor von
Tn. Dann gilt q − 1 - p. Aus q − 1 | 2p würde q = 2p + 1 folgen im Widerspruch
zu 3 | 2p+ 1 = 6k + 3. Daher bleibt für prime q übrig

Tn =
∏

q−1|n

q = 2 · 3 = 6 .

Der Rest folgt mit

Bn +
1

2
+

1

3
≡ 0 (mod Z) .

Durch den Primzahlsatz in arithmetischen Progressionen, s. [Brü95], existieren
unendlich viele Primzahlen der Form 3k + 1. �

Korollar 2.7.7 Eine untere Schranke für die Summierung (2.48) in Satz 2.7.5
ist für unendlich viele gerade n mit Tn = 6 durch

N ≥ n

17

gegeben.

Beweis: Für die nach dem vorigen Lemma unendlich oft existierenden n mit
Tn = 6 liefert eine entsprechende Umformulierung von Ungleichung (2.51)

N ≥ n

2πe

(
12

e
√

2π

n3/2e1/(12n)

n− 1

) 1
n−1

.

Nun ist 2πe ≈ 17, 0794684. Wegen

lim
n→∞

(
12

e
√

2π

n3/2e1/(12n)

n− 1

) 1
n−1

= 1

existiert ein M ∈ N, so dass für alle n ≥ M mit Tn = 6 gilt: N ≥ n/17. Be-
rechnungen mit Mathematica zeigen, dass M = 846 gewählt werden kann. �
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Bemerkung 2.7.8 Die Summierung mit

αn(N) = 2Tn
n!

(2π)n

N∑
ν=1

ν−n , An − αn(N) < 1

liefert eine Approximation von An. Da An eine natürliche ungerade Zahl ist, kann
An fehlerfrei bestimmt werden. Die Summierung kann weiter verkürzt werden,
wenn das Korollar 2.3.2 berücksichtigt wird. Dort haben wir

Dn =
∏
p|n

p−1-n

pordp n mit Dn | An .

Somit reicht
An − αn(N) < Dn

mit der Tatsache, dass An ≡ 0 (Dn) gilt. Damit ergibt sich die Abschätzung

N ≥ n

2πe

(
2

e
√

2π

Tn

Dn

n3/2e1/(12n)

n− 1

) 1
n−1

. (2.52)

Bei der Implementation der Berechnungen hat sich gezeigt, dass sich die Laufzeit
durch (2.52) nicht verbessert und daher vernachlässigt werden kann.

Betrachtet man die Ziffern der zu berechnenden Zahl An, so können wir mit
dem bisher beschriebenen Schema zur Berechnung Aussagen über einen Teil der
Ziffern machen. Die Betrachtung erfolgt für die Darstellung im 10er-System, kann
aber für jede andere Basis formuliert werden. Wenn wir eine Zifferndarstellung
von An der Form

z1 z2 . . . zs︸ ︷︷ ︸
∗

zs+1 . . . zr−1 zr , zν ∈ {0, . . . , 9}

haben, so stimmt der erste Teil (∗) der Ziffern mit denen des Terms

τn = 2Tn
n!

(2π)n

überein. Damit wird die Zifferndarstellung von An in gewisser Weise von der
Zifferndarstellung der Zahl π und allen Primzahlen p ≤ n + 1 bestimmt. Der
nächste Satz schätzt den Anteil dieser Ziffern vereinfacht ab.

Satz 2.7.9 Seien n, r ∈ N, n ≥ 16 gerade. Sei τn = 2Tn n!/(2π)n. Die Ziffern-
darstellung von [τn] sei Z = z1 z2 . . . zr mit zν ∈ {0, . . . , 9}, 1 ≤ ν ≤ r. Sei

u(n) :=
[
n log10 2− log10

(
n+ 1

n− 1

)]
− 1

und Z ′ = z1 z2 . . . zu(n)+1. v(n) sei die Länge einer 9er-Sequenz am Ende von Z ′.
Dann stimmen mindestens die ersten u(n)− v(n) Ziffern von An und τn überein.
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Beweis: Nach Lemma 2.7.1 haben wir die Abschätzung für n ≥ 16

ζ∗(n) :=
∑
ν>1

ν−n < 2−n +
21−n

n− 1
= 2−n

(
1 +

2

n− 1

)
= 2−n n+ 1

n− 1
. (2.53)

Dann haben wir durch (2.47) An = τn + ζ∗(n) τn. Die Zifferndarstellung von An

wird durch τn bestimmt, denn der zweite Term ζ∗(n) τn verändert durch den Term
2−n nur die kleineren signifikanten Stellen der Darstellung, die oberen Stellen blei-
ben erhalten, sofern kein Übertrag bei einer 9er-Sequenz vorkommt. Eine untere
Abschätzung für die Anzahl der oberen Stellen folgt durch (2.53). Die Differenz
d(n) der Längen der Zifferndarstellung beider Terme abzüglich einer Stelle für
einen möglichen Übertrag von τn zu An liefert

d(n) =
[
log10 τn

]
+ 1−

([
log10

(
2−n n+ 1

n− 1
τn

)]
+ 1

)
− 1

=
[
log10 τn −

[
log10

(
2−n n+ 1

n− 1
τn

)]]
− 1

≥
[
log10 τn − log10

(
2−n n+ 1

n− 1
τn

)]
− 1

=
[
n log10 2− log10

(
n+ 1

n− 1

)]
− 1 .

Damit haben wir d(n) ≥ u(n), wobei wir für eine Abschätzung die einfachere
Funktion u(n) verwenden. Für einen Übertrag bei einer 9-er Sequenz muss ab
der Ziffer zu(n)+1 geprüft werden, ob sich durch einen kaskadierenden Übertrag
die Anzahl der Stellen weiter verringert. Dies definiert die Funktion v(n).

Es bleibt zu zeigen, dass die Stellenanzahl von τn ausreichend groß ist, d. h.[
log10 τn

]
>
[
n log10 2− log10

(
n+ 1

n− 1

)]
gilt. Für n ≥ 30 haben wir

2Tn
n!

(2π)n
> 2n > 2n n− 1

n+ 1
,

da Tn ≥ 6 gilt und die Ungleichung 12n! > (4π)n ab n ≥ 30 erfüllt wird, was eine
direkte Berechnung zeigt. Für die restlichen n = 16, 18, . . . , 28 bleibt die Formel
für u(n) und v(n) auch gültig, was eine direkte Berechnung und der Vergleich
von An und τn zeigt. �

Beispiel 2.7.10 Mit der schon erwähnten Bernoulli-Zahl B42 haben wir

A42 = 1520097643918070802691 ,

τ42 = 2 · 1806 · 42!/(2π)42 ≈ 1520097643917725172488, 7773 .

Mit dem vorigen Satz erhalten wir 11 Stellen mit u(42) = 11 und v(42) = 0.
Tatsächlich stimmen die ersten 12 Stellen überein.
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Bemerkung 2.7.11 Die Formel u(n) − v(n) aus Satz 2.7.9 liefert eine recht
gute Abschätzung. Im Intervall 16 ≤ n ≤ 100 stimmen für n = 16, 18, 22, 26,
28, 30, 32, 44, 48, 74 die berechneten Anzahlen der Stellen von τn und An genau
überein. Für 16 ≤ n ≤ 500 gibt es 39 exakte Ergebnisse, die letzten beiden in
diesem Bereich liegen bei n = 492 und n = 494.

Kommen wir nun endlich zur Berechnung von An. Das Programmpaket apfloat
unterstützt Fließkommazahlen (Datentyp apfloat) mit beliebig festzulegender Ge-
nauigkeit. Daher muss eine Abschätzung der notwendigen Anzahl der Stellen für
die Berechnungen mit Fließkommazahlen erfolgen. Die Stellenanzahl von ganzen
Zahlen (Datentyp apint) ist nur durch Speicher begrenzt. Der zu berechnende
Term n! wird durch das Produkt der auftretenden Primzahlpotenzen mit Lemma
2.6.12 berechnet, da Potenzen pn mit O(log n) Operationen berechnet werden
können. Die Abschätzung der Stellenanzahl kann für das Binärsystem betrachtet
werden und übertragen sich analog auf das dekadische System. Die Darstellungen
folgen in ähnlicher Form [SW92, Abschnitt 1.6].

Definition 2.7.12 Sei x ∈ R+. Eine binäre Darstellung von x mit m Stellen
wird durch die Abbildung

rdm : R+ → Q2 , x 7→ 2e(x)

m∑
ν=1

xν 2−ν

mit x1 6= 0 und xν ∈ {0, 1} gegeben, wobei zusätzlich rdm(0) = 0 mit e(0) = 0
vereinbart wird. Das Bild von rdm liegt in Q ∩ Q2 ⊂ R. Die Summe wird als
Mantisse mit m Stellen bezeichnet, die Zahl e(x) ∈ Z als Exponent der 2-adischen
bzw. binären Darstellung.

Bei der binären Darstellung mit m Stellen werden die restlichen Stellen abge-
schnitten. Dadurch ergibt sich das Rundungsgesetz

|x− rdm(x)| ≤ 21−m|x|

für x ∈ R+. Sei ◦ eine der Grundoperationen +, −, ·, /, dann gilt

|(x ◦ y)− rdm(rdm(x) ◦ rdm(y))| ≤ 21−m |x ◦ y|

für x, y ∈ R+, wobei ε = 21−m die Maschinengenauigkeit bedeutet. Da die Stel-
lenanzahl m dynamisch implementiert ist, wird die Maschinengenauigkeit ε bei
den Operationen eingehalten. Für jede Operation folgt, dass ein Fehler bei der
letzten Stelle der Mantisse auftreten kann. Bei einer Summation mit mehreren
Gliedern tritt der Fehler additiv auf. Bei einer Multiplikation wird eine Stelle bei
der Genauigkeit verloren. Daraus folgt bei der Berechnung einer Potenz xn, dass
das Ergebnis [log2 n] + 1 Stellen verliert.
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Das Paket apfloat benutzt die schnelle Fourier-Transformation FFT zur Berech-
nung von Multiplikationen und Potenzen, daher werden diese Betrachtungen auf
die additiven Fehler der Addition zurückgeführt.

Der folgende Satz ist im Hinblick auf die Implementation der Berechnungen for-
muliert.

Satz 2.7.13 Sei n ∈ N, n ≥ 10 gerade. Sei

fp(n) =
∑
ν≥1

[
n

pν

]
.

An lässt sich folgendermaßen berechnen:

Tn =
∏

p−1|n

p

t1 = log(2Tn) + (n+ 0, 5) log n− n+ 1/(12n)

t2 = (−n+ 0, 5) log(2π)

t3 = (t1 + t2 − log(n− 1))/(n− 1)

N =
[
et3
]
+ 1

s1 =
[
(t1 + t2 + t3)/ log(10)

]
+ 4

s2 =
[
(t1 + log n)/ log(10)

]
+ 4

Dann lässt sich mit Genauigkeit von s2 Stellen

τn = Tn 2−n+f2(n)+1
∏

3≤p≤n/2

pfp(n)
∏

n/2<p<n

p
/

πn

auf mindestens zwei Nachkommastellen exakt berechnen. Mit s1 Stellen reicht es
dann, die Summe

zn =
N∑

ν=2

ν−n

und
An = [τn + znτn] + 1

zu berechnen.

Beweis: Durch Lemma 2.6.12 folgt

τn = 2Tn
n!

(2π)n
= Tn 2−n+f2(n)+1 π−n

∏
3≤p≤n/2

pfp(n)
∏

n/2<p<n

p ,
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wobei zu beachten ist, dass fp(n) = 1 für n/2 < p < n gilt. Weiterhin gilt
f2(n) < n, somit ist n2 = n − f2(n) − 1 ≥ 0 und die Potenz 2n2 tritt zur
Berechnung von τn im Nenner auf.

Wie schon in den vorangegangenen Betrachtungen haben wir mit den Lemmata
2.7.1, 2.7.2 und 2.7.4 die Abschätzung für N , damit An − (1 + zn)τn < 1 gilt

Nn−1 ≥ 2Tn n
n+1/2 e−n+1/(12n) (2π)−n+1/2/(n− 1) .

Logarithmieren liefert

logN ≥ (t1 + t2 − log(n− 1))/(n− 1) = t3 ,

somit folgt N ≥ et3 und es kann N = [et3 ] + 1 gesetzt werden.

Für die Stellenanzahlen s1 und s2 gilt s2 > s1, da für n ≥ 10 die Ungleichung
log n > t2 + t3 gilt. Zunächst wird die Abschätzung der Stellenanzahl s1 für
die Summe zn und An = [τn + znτn] + 1 gezeigt. Wir haben mit den obigen
Abschätzungen

log τn < t1 + t2 .

Wie schon in Satz 2.7.9 gesehen, unterscheidet sich die Stellenanzahl von τn und
An höchstens um eine Stelle. Die Summe zn lässt sich aufspalten in

zn = 2−n +
∑
ν>2

ν−n

wobei nach Lemma 2.7.1 ∑
ν>2

ν−n <
21−n

n− 1
< 2−n−1

gilt, da n ≥ 10 ist. Betrachten wir die Summe in binärer Darstellung mit endlicher
Mantisse. Sei M die Mantisse des größten Terms 2−n mit Exponenten e. Dann
erzeugt der Rest der Summe keinen Überlauf in M bzw. der Exponent e der
Darstellung bleibt unverändert. Wir haben N − 1 Terme, damit pflanzt sich der
additive Fehler in [log2(N − 1)] + 1 Stellen fort. Mit t3 ≥ log(N − 1) folgt für die
dekadische Darstellung die Erweiterung der Stellen auf

s1 =
[
(t1 + t2 + t3)/ log(10)

]
+ 4 ,

damit die Summe mindestens in der Genauigkeit des Terms τn berechnet wird.
Die Erhöhung der Stellenanzahl um 4 folgt für die obigen Abschätzungen für An,
t3 und der Berechnung τn + znτn auf mindestens zwei Nachkommastellen.

Für die Berechnung von τn folgt die Abschätzung der Stellenanzahl s2. Es gilt

t1 > log(2Tn n!) .
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Die Berechnung erfolgt in den Schritten 2Tnn!/2n und Division durch πn, wobei zu
beachten ist, dass τn > 1 ist. Bei der Berechnung der Potenz πn müssen [log2 n]+1
Stellen ergänzt werden, somit erhalten wir für die dekadische Darstellung

s2 =
[
(t1 + log n)/ log(10)

]
+ 4

mit der Erhöhung um 4 für die Division und Berechnung auf mindestens zwei
Nachkommastellen. �

Sei A′n eine berechnete Approximation von An. Dann liefert der letzte Satz durch
A′n = [τn + znτn] die Abschätzung |An − A′n| ≤ 1. Gerade wenn fremde Pro-
grammpakete eingesetzt werden, muss das Ergebnis durch zusätzliche Prüfungen
abgesichert werden, denn auch durch die zugesicherte Genauigkeit der Berechnun-
gen können nicht alle Rundungs- bzw. Programmfehler ausgeschlossen werden.

In Bemerkung 2.7.8 wurde schon erwähnt, dass mit

Dn =
∏
p|n

p−1-n

pordp n = n
∏
p|n

p−1|n

p− ordp n

die Kongruenz An ≡ 0 (Dn) gilt. Die Berechnung von Dn kann gleichzeitig mit
der Berechnung von Tn erledigt werden. Im Fall Dn > 1 gilt Dn ≥ 5 wegen
(6, Dn) = 1. Für den Fall Dn = 1 wird aber eine weitere Strategie benötigt.
Dafür haben wir mit Korollar 2.1.13

An ≡ (−1)
n
2
+1 Tn

Sn(m)

m
(mod m)

für alle m ∈ N. Dabei kann die Summe Sn(m) (mod m2) berechnet werden.
Das folgende Lemma gibt nun Auskunft, wie eine Approximation überprüft bzw.
korrigiert werden kann.

Lemma 2.7.14 Seien A′n, Dn, c, d,m, n ∈ N, n gerade. Sei A′n eine Approxima-
tion von An mit |An − A′n| ≤ d. Es sei bekannt, ob A′n ≤ An oder A′n ≥ An gilt.
Seien

Dn =
∏
p|n

p−1-n

pordp n , m = max(Dn, d+ 1) .

Für Dn > d sei c = 0, sonst

c ≡ (−1)
n
2
+1 Tn

Sn(m)

m
(mod m) , 0 ≤ c < m .

Dann gilt

An = A′n − a+ δm , a ≡ A′n − c (mod m) , 0 ≤ a < m

mit δ = 1 für a 6= 0 und A′n ≤ An, δ = 0 sonst.
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Beweis: Für m = Dn gilt Dn > d und c = 0. Mit Korollar 2.3.2 folgt

An ≡ c (mod m) .

Für den anderen Fall m = d+1 folgt dieselbe Kongruenz mit Korollar 2.1.13 und

c ≡ (−1)
n
2
+1 Tn

Sn(m)

m
(mod m) , 0 ≤ c < m .

Betrachten wir den Fall A′n ≥ An. Sei d′ = A′n − An mit 0 ≤ d′ ≤ d < m. Durch
An − c ≡ 0 (m) gilt a = d′ mit a ≡ A′n − c (m) und 0 ≤ a < m. Dies liefert
An − c = A′n − c− a und mit δ = 0 die Behauptung. Wegen |An −A′n| < m folgt
für An ≡ A′n ≡ c (m) die Gleichheit An = A′n. Deshalb bleibt der Fall A′n < An

übrig, der durch A′′n = A′n +m > An auf den ersten Fall zurückgeführt wird. Das
liefert δ = 1 für a 6= 0 und A′n ≤ An. �

Die Summation zur Berechnung von An kann weiter eingeschränkt werden, wenn
man einzelne Euler-Faktoren für p = 2 und p = 3 abspaltet

τn
∏

p=2,3

(1− p−n)−1

N∑
ν=1

(6,ν)=1

ν−n ≥ τn

N∑
ν=1

ν−n ,

wodurch im wesentlichen nur die Summanden der Form (6ν ± 1)−n ausgewertet
werden müssen. Natürlich können wir via (2.45)

τn
∏
p≤N

(1− p−n)−1 ≥ τn

N∑
ν=1

ν−n

die Summation durch das Produkt ersetzen. Da wir durch Lemma 2.7.14 nur eine
Approximation A′n mit bekanntem d und |An − A′n| ≤ d benötigen, können wir
das Produkt durch den folgenden Satz in Ganzzahlen auswerten. Dies liefert die
schnellste Implementation zur Berechnung von An.

Satz 2.7.15 Sei n ∈ N, n ≥ 10 gerade. Seien N und τn wie im Satz 2.7.13
definiert. Dabei seien

τn,0 := [τn] , τn,ν := τn,ν−1 + [τn,ν−1/(p
n
ν − 1)] , ν ∈ N

mit Primzahlen p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . . Sei π(x) = #{p ≤ x | p ∈ P} die
Anzahl Primzahlen bis x. Dann gilt

An − τn,M ≤M + 1 , M = π(N) .

Bei gegebenen τn werden O(n/ log n) Summationen und Divisionen mit Ganzzah-
len zur Berechnung der Approximation τn,M von An benötigt.
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Beweis: Für m ∈ N, m ≥ 2 und s ∈ R, s > 1 haben wir via (2.45)

ζ(s) >
∏
p≤m

(1− p−s)−1 >

m∑
ν=1

ν−s .

Mit Satz 2.7.13 erhalten wir

An − τn
∏
p≤N

(1− p−n)−1 < 1 . (2.54)

Betrachten wir einen Euler-Faktor, dann gilt für τ ∈ R mit τ > 0

τ ′ = τ(1− p−n)−1 = τ(1 + (pn − 1)−1) ≥ [τ ] + [τ/(pn − 1)] = τ ′′ (2.55)

und τ ′ − τ ′′ < 2. Ist τ ∈ N, dann gilt τ ′ − τ ′′ < 1. Insgesamt gibt es M = π(N)
Euler-Faktoren. Wird das Produkt in (2.54) sukzessiv berechnet durch die Folge

τn,0 := [τn] , τn,ν := τn,ν−1 + [τn,ν−1/(p
n
ν − 1)] , ν ∈ N , (2.56)

so erhalten wir mit (2.55) bei jedem Berechnungsschritt für ν = 0, . . . ,M max.
einen Fehler von 1. Damit ergibt sich für (2.54) die Abschätzung

An − τn,M < 1 +M + 1 bzw. An − τn,M ≤M + 1 ,

da τn,M ∈ N ist. Die Berechnung via (2.56) erfolgt ganzzahlig mit Startwert [τn].
Nach Satz 2.7.5 gilt N = O(n) und mit dem Primzahlsatz, s. [Brü95], haben wir
M = π(N) = O(N/ logN) = O(n/ log n). �

Tabelle 2.7.16 Berechnungszeiten für Bn auf einem PC mit 750 MHz (AMD
Athlon Prozessor) und 512 MB RAM. Als Referenz erfolgt eine Gegenüberstellung
von Mathematica 3.0 und Programm calcbn mit der direkten Berechnung
mit apfloat: Version 1 mit Summation, Version 2 mit Summation und Euler-
Faktoren für p = 2, 3, Version 3 mit Euler-Faktoren, Version 4 mit Euler-Faktoren
ganzzahlig berechnet.

Index n 1000 1500 2000 2500 5000 10000 20000
Math. 3 23 s 98 s 280 s 643 s 8659 s ? ?
calcbn1 1 s 2 s 2 s 3 s 17 s 69 s 284 s
calcbn2 < 1 s < 1 s 1 s 2 s 7 s 26 s 105 s
calcbn3 < 1 s < 1 s 1 s 1 s 5 s 18 s 68 s
calcbn4 < 1 s < 1 s 1 s 1 s 3 s 10 s 37 s

Für die einzelnen Berechnungen wurden die Programme jeweils neu gestartet, um
jegliche Caching–Mechanismen zu umgehen. Die Berechnung erfolgte intern im
Speicher ohne Ausgabe der Zahlen. Es zeigt sich, dass Mathematica die Rekur-
sionsformel für die Bernoulli-Zahlen benutzt und die jeweils vorher berechneten
Zahlen im Speicher hält.
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Tabelle 2.7.17 Sukzessive Berechnung der Bernoulli-Zahlen. Dabei berechnet
calcbn jede Zahl neu und benötigt jeweils nur Speicher für eine Bernoulli-Zahl.

Indexbereich 2–2000 2–2500 2–5000
Math. 3 280 s 643 s 8659 s
calcbn4 219 s 398 s 2723 s

Der Quelltext des Programms calcbn ist im Anhang B zu finden. Das Pro-
gramm berechnet entweder die Faktorisierung von An mit Primzahlen p < N
mit N = 1 000 000 oder die rationalen Zahlen An, Bn bzw. Bn/n für Indizes
n = 2, . . . , N . Die Berechnungsmethoden 1 und 4 sind implementiert. Für die
berechnete Approximation A′n von An gilt die Abschätzung |An − A′n| ≤ d mit
der berechenbaren Schranke d nach Satz 2.7.15. Zur zusätzlichen Absicherung
wird in der Implementation die Schranke d auf d′ = d+ 4 angehoben.

Die folgende Tabelle gibt die Berechnungszeiten auf einem schnelleren Rechner
für große Indizes an. Diese Ergebnisse lassen sich für diesen Bereich wohl nur
mehr als Benchmark verwenden.

Tabelle 2.7.18 Berechnungszeiten für Bn auf einem PC mit 2,0 GHz (AMD
Athlon XP Prozessor) und 1024 MB RAM.

Index n 250 000 500 000 750 000 1 000 000
calcbn4 2303 s 9861 s 23316 s 47904 s

≈ 0,64 h ≈ 2,74 h ≈ 6,48 h ≈ 13,31 h
Anz. Ziffern An 1 041 387 2 233 273 3 481 993 4 767 554

Die millionste Bernoulli-Zahl lautet

B1 000 000 = −20950366959111989913851790049001 . . . 791739701897606885817
936123257411127577818510

,

wobei mehr als 4,7 Millionen Stellen in der Mitte ausgelassen wurden.

Bei [Plo02] sind auch die Bernoulli-Zahlen für Indizes n = 250 000, 500 000,
750 000 mit einem Maple Programm berechnet worden. Die hier berechneten
Zahlen stimmen damit überein. Plouffe gibt für n = 750 000 eine Berechnungs-
zeit von 21 Stunden bei 1,6 GHz (Pentium 4 Prozessor) und 768 MB RAM an.

Bemerkung 2.7.19 Es bleibt noch zu erwähnen, dass es weitere Formeln für
Bn gibt. Sei m > 1 ungerade und n = 2m, dann gilt überraschenderweise

∞∑
k=1

kn−1

e2πk − 1
=

∫ ∞
0

xn−1

e2πx − 1
dx =

Bn

2n
. (2.57)

Diese Formel ist in [Bra96] im Zusammenhang mit einer Formel von Ramanujan
für die positiven ungeraden ganzzahligen Stellen der Zetafunktion zu finden. Für
4 | n verkompliziert sich die Formel (2.57) und ist für eine Berechnung schlechter
geeignet.
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2.8 Ergebnisse und Vermutungen

Die Bernoulli-Zahlen wirken auf den ersten Eindruck komplex und ihre Struktur
scheint unregelmäßig. Doch viele Eigenschaften zeichnen sich gerade durch ihre
große Regelmäßigkeit aus. Es folgt eine Übersicht der Ergebnisse der vorangegan-
genen Abschnitte.

Die im Abschnitt 2.2 erwähnten Verteilungen der irregulären Primzahlen sind
zwar bisher noch nicht bewiesen, dennoch zeigen die Berechnungen der irre-
gulären Primzahlen bis 12 Millionen in [BCE+01] eine gute Übereinstimmung
der vermuteten Verteilungen (2.14). Die folgende Tabelle wurde aus [BCE+01]
übernommen. Sei M = 12 000 000, Nk die Anzahl der Primzahlen 3 ≤ p ≤ M
mit i(p) = k und N = π(M)− 1 = 788059 die Gesamtanzahl.

k Nk Nk/N 1/(2k k!
√
e)

0 477616 0,606066 0,606531
1 239483 0,303890 0,303265
2 59710 0,075768 0,075816
3 9824 0,012466 0,012636
4 1282 0,001627 0,001580
5 127 0,000161 0,000158
6 13 0,000016 0,000013
7 4 0,000005 0,000001

Eine herausragende Eigenschaft der Bernoulli-Zahlen sind die verallgemeinerten
Kummer-Kongruenzen in Satz 2.3.9, die wie folgt gelten:

Seien e, k, n, p, r ∈ N, n gerade, p prim und p− 1 - n. Sei ω = k ϕ(pe). Dann gilt

r∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ν(1− pn+νω−1)

Bn+νω

n+ νω
≡ 0 (mod per) .

Diese Kongruenzen über aufeinander folgende Bernoulli-Zahlen, mit konstantem
Abstand ω im Index, führen zu den Folgen (αν)ν≥0 (mod pm) in Abschnitt 2.5.
Diese Folgen werden zur Berechnung der irregulären Paare der höheren Ordnun-
gen verwendet, die durch die Mengen Ψn und Ψ̂n definiert sind.

Die Definition von ∆(p,l) für ein irreguläres Paar (p, l) durch

∆(p,l) ≡ p−1

(
Bl+p−1

l + p− 1
− Bl

l

)
≡ p−2

(
Sl+p−1(p)

l + p− 1
− Sl(p)

l

)
(mod p)

und von ∆(p) für eine irreguläre Primzahl liefert ein Kriterium, wann irreguläre
Paare der höheren Ordnungen existieren. Wenn ∆(p,l) 6= 0 gilt, also ∆(p,l) nicht
singulär ist, dann existiert jeweils genau ein irreguläres Paar (p, ln) ∈ Ψn der
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höheren Ordnungen n > 1. Für ∆(p) = 1 gilt dies für alle i(p) zu p gehörenden

irregulären Paare. Diese Folgen (lν)ν≥1 werden durch die Mengen Ψ∞ und Ψ̂∞
beschrieben und deren Existenz liefert

ζ(1− ln) ∈ pnZp , lim
n→∞

|ζ(1− ln)|p = 0 mit ln →∞

mit

ln+1 = ln + ϕ(p) ψn

(
ζ(1− ln)

p∆(p,l)

)
= ln + ϕ(pn) ψ1

(
ζ(1− ln)

pn ∆(p,l)

)
bzw. die Existenz einer Nullstelle der p-adischen Zetafunktion

ζp, l

(
χ(p,l)

)
= 0

mit der p-adischen Konvergenz

lim
n→∞

ln = l + (p− 1)χ(p,l) , χ(p,l) ∈ Zp .

Die Berechnungen in [Wag78] zeigen, dass für jedes irreguläre Paar (p, l) mit
p < 125 000 genau ein irreguläres Paar zweiter Ordnung (p, l′) 6= (p, l) existiert.
Damit gilt auch ∆(p) = 1 für p < 125 000. In [BCE+01] wurde für alle irregulären
Primzahlen p unter 12 Millionen indirekt berechnet, dass alle ∆(p,l) 6= 0 sind und
daher ∆(p) = 1 gilt. Für diese irregulären Primzahlen p sind die höheren Potenzen
pν in den Zählern von Bn gleichverteilt. Für jedes irreguläre Paar betrachtet gibt
es in den offenen disjunkten Intervallen

(k ϕ(pν), (k + 1)ϕ(pν)) , k ∈ N0

genau einen Index nk,ν mit nk,ν = n0,ν + kϕ(pν), so dass pν | Bnk,ν
gilt.

Auf der anderen Seite zeigt das Schema in Bemerkung 2.5.23, dass der entartete
Fall bei singulärem ∆(p,l1) keine Aussagen über die Verteilung erlauben:

∆(p,l1) = 0

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

l1 l2 l3
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r r r
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Die Struktur der Bernoulli-Zahlen wird auch wesentlich durch

τn = 2Tn
n!

(2π)n

bestimmt, wobei die obersten Ziffern von τn, rund n/3 Stellen, mit An durch

An =

τn + τn

N(n)∑
ν=2

ν−n

+ 1

übereinstimmen, wobei |Bn| = An/Tn mit (An/Tn) = 1 gilt. Dadurch werden
die signifikanten ersten Stellen von An in gewisser Weise durch die Primzahlen
p ≤ n+ 1 und der Kreiszahl π bestimmt.

In [Wag00] wurden die Zähler der Bernoulli-Zahlen Bn bis n = 152 komplett
faktorisiert. Dabei zeigt sich, dass die dort auftretenden irregulären Primfaktoren
p von Bn/n nur einfach, d. h. in keiner höheren Potenz größer eins vorkommen.
Bei diesen Faktorisierungen zeigt sich auch, dass nur wenige und relativ große
Primfaktoren auftreten, die größten Faktoren bestehen aus 30 bis 100 Stellen!

Die irregulären Paare der höheren Ordnungen lassen sich mit vertretbarem Auf-
wand berechnen, da für ein irreguläres Paar (p, l) ∈ Ψ1 nur die nachfolgenden
Bernoulli-Zahlen Bl+kϕ(p)/(l + kϕ(p)) mit k ≥ 1 berechnet werden müssen. In
Anhang A sind die Methoden und Ergebnisse aufgeführt.

Für die Primzahlen 37, 59 und 67 ist jeweils ein irreguläres Paar der Ordnung
100 berechnet worden. Für p = 37 gilt

(37, 32, 7, 28, 21, 30, . . . , 27, 35, 33, 31, 6) ∈ Ψ̂100 .

Die Berechnungen zeigen, dass die obige Folge (p, s1, s2, . . . , s100) eine Nullstelle
an der Stelle k = 19 und k = 81 hat. Dies zeigt, dass die Mengen Ψν im allgemei-
nen nicht disjunkt sind, denn es existiert ein irreguläres Paar (37, l′) der Ordnung
18 und 19 mit

(37, l′) ∈ Ψ18 ∩Ψ19 .

Für p = 59 existieren Nullstellen bei k = 31 und k = 95, für p = 67 bei k = 23
und k = 85. Es wurden für alle irregulären Primzahlen unter 1000 die irre-
gulären Paare der Ordnung 10 berechnet. Nur bei dem entsprechenden Paar,
das zu (157, 62) ∈ Ψ1 gehört, kommt eine Nullstelle vor. Diese liegt bei k = 7

(157, 62, 40, 145, 67, 29, 69, 0, 87, 89, 21) ∈ Ψ̂10 ,

damit gilt für einen relativ kleinen Index

(157, 6 557 686 520 486) ∈ Ψ6 ∩Ψ7 .
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Diese Nullstellen können also als Ausnahmestelle betrachtet werden, wobei zu
untersuchen wäre, ob diese Stellen in bestimmten Indexbereichen liegen. Dies
würde vielleicht auch erklären, warum noch kein Paar (p, l) ∈ Ψ1 ∩ Ψ2 gefunden
wurde, da diese Bereiche außerhalb der berechneten Bereiche liegen. Hier steht
12 000 000 in [BCE+01] gegenüber 6 557 686 520 486. Wegen des seltenen Auftre-
tens der Nullstellen bzw. Ausnahmestellen bleibt auch zu vermuten, dass es eher
selten irreguläre Paare mit (p, l) ∈ Ψ1 ∩Ψ2 gibt, so dass p2 | Bl gilt.

Die Eigenschaft ∆(p) = 1 kann also als eine Struktur-Eigenschaft der Bernoulli-
Zahlen betrachtet werden. Es ist daher zu vermuten, dass der entartete Fall
∆(p,l) = 0 mit seinen Konsequenzen überhaupt nicht vorkommen kann.

Die vorgestellten Ergebnisse und die erwähnten Regelmäßigkeiten geben deshalb
Anlass, die folgende ∆-Vermutung über Bernoulli-Zahlen zu formulieren, deren
äquivalente Aussagen nach Satz 2.5.15 gelten.

Die ∆-Vermutung wurde vom Autor dieser Arbeit nach dem entscheidenden
∆-Kriterium in Satz 2.5.9 und den dadurch nachfolgenden Definitionen ∆(p)
und ∆(p,l) benannt.

Vermutung 2.8.1 (∆-Vermutung) Es gelten die folgenden äquivalenten Aus-
sagen für eine irreguläre Primzahl p:

(1) Für alle irregulären Paare (p, lν) ∈ Ψ1 ist ∆(p,lν) nicht singulär.

(2) Es gilt stets ∆(p) = 1.

(3) Es gilt i(p) = i2(p) = i3(p) = . . . .

Die ∆-Vermutung führt im folgenden zu neuen Betrachtungen und Aussagen. Un-
ter der Annahme dieser Vermutung lässt sich der Beweis, dass es unendlich viele
irreguläre Primzahlen gibt, neu formulieren. Die zwei existierenden Beweise von
Jensen (1915) und Carlitz (1953), die ohne jegliche Vorbedingungen auskommen,
nutzen wesentlich die Struktur des Nenners der Bernoulli-Zahlen durch den Satz
2.1.9 (Clausen-von Staudt) aus. Der folgende Beweis nutzt nur die Informationen
über die Struktur der Zähler von Bn/n ohne Informationen über die Nenner.

Satz 2.8.2 Unter der Voraussetzung der ∆-Vermutung gilt: Es existieren unend-
lich viele irreguläre Primzahlen.

Beweis: Sei n ∈ N gerade. Sei |Bn/n| = A′n/T
′
n mit (A′n, T

′
n) = 1, dann gilt die

Abschätzung mit Lemma 2.7.4

A′n ≥
∣∣∣∣Bn

n

∣∣∣∣ > 2 (n− 1)!

(2π)n
> 2
√
e
( n

2πe

)n−1/2

. (2.58)
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Annahme: Es gibt nur endlich viele irreguläre Primzahlen I = {p1, . . . , pr} mit
r ≥ 1. Dann gilt mit Definition 2.6.13 die Gleichung über das Produkt aller Zähler
A′ν von 2 bis n ∏

p∈I

pordp(βn,p!) =
n∏

ν=2
2|ν

A′ν .

Logarithmieren und Division durch n liefert

∑
p∈I

ordp(βn,p!)

n
log p =

1

n

n∑
ν=2
2|ν

logA′ν .

Wegen des Wachstums von A′ν haben wir durch (2.58)

1

n

n∑
ν=2
2|ν

logA′ν >
1

n
logA′n = O(log n) → ∞ , n → ∞ .

Anwenden von Satz 2.6.14 liefert einen Widerspruch

lim
n→∞

∑
p∈I

ordp(βn,p!)

n
log p =

∑
p∈I

i(p)
p

(p− 1)2
log p < ∞ ,

da I endlich ist. �

Für die nächsten Aussagen macht es Sinn, die Eigenschaften von Bn und Bn/n
zu vereinen. Der Nenner Tn von Bn ist durch ein einfaches Produkt gegeben,
der Zähler A′n von Bn/n besteht nur aus irregulären Primzahlen. Dies führt zu
folgender neuen Definition.

Definition 2.8.3 Für gerade n ∈ N sei die reduzierte Bernoulli-Zahl

B′n =
A′n
Tn

definiert, wobei Bn = An/Tn und Bn/n = A′n/T
′
n mit (An, Tn) = (A′n, T

′
n) = 1

gilt. Das Produkt über alle reduzierten Bernoulli-Zahlen wird durch

B′n! =
n∏

ν=2
2|ν

B′ν

bezeichnet.
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Lemma 2.8.4 Für gerade n ∈ N gilt die Ungleichung

2

∣∣∣∣Bn

n

∣∣∣∣ ≤ |B′n| ≤ |Bn| ,

die für unendlich viele n scharf ist.

Beweis: Sei Bn = An/Tn und Bn/n = A′n/T
′
n mit (An, Tn) = (A′n, T

′
n) = 1.

Weiterhin sei
Dn =

∏
p|n

p−1-n

pordp n ,

dann gilt nach Korollar 2.3.2 genau An = DnA
′
n. Damit haben wir

2

∣∣∣∣Bn

n

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣A′nT ′n
∣∣∣∣ ≤ |B′n| = ∣∣∣∣A′nTn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣DnA
′
n

Tn

∣∣∣∣ = |Bn| , (2.59)

da 4 | T ′n und T ′n ≥ 2Tn gilt. Für n = 2a+13b mit a, b ∈ N0 gilt Dn = 1, somit ist
die rechte Ungleichung von (2.59) für unendlich viele n scharf. Für die linke Seite
liefert Lemma 2.7.6 (Rado) unendlich viele n der Form n = 2p mit p = 3k + 1
prim und Tn = 6. Dann folgt T ′n = 12 und Dn = p, da 4 - n und 3 - n gilt. Damit
ist die linke Ungleichung von (2.59) für diese n scharf. �

Lemma 2.8.5 Sei p eine ungerade Primzahl. Im Fall, dass p irregulär ist, gelte
zusätzlich ∆(p) = 1. Dann gilt für gerade n ∈ N

lim
n→∞

ordp(B
′
n!)

n
= i(p)

p

(p− 1)2
− 1

p− 1

und für p = 2 und p = 3 gilt

ordp(B
′
n!)

n
= −1

2
.

Beweis: Sei im folgenden n stets gerade. Nach Definition haben wir B′n = A′n/Tn.
Somit treten nach Lemma 2.5.2 nur irreguläre Primzahlen in den Zählern A′n auf.
In allen Nennern Tn verteilen sich alle Primzahlen, speziell gilt 2 · 3 | Tn für alle
n, was den zweiten Teil der Behauptung liefert. Eine Primzahl p ≥ 3 tritt im
Nenner nur bei Tk(p−1) für alle k ∈ N auf. Somit folgt

lim
n→∞

ordp(T2T4 . . . Tn)

n
=

1

p− 1
.

Für irreguläre Primzahlen pmit ∆(p) = 1 gilt wegen Satz 2.6.14 und ordp(βn,p!) =
ordp(A

′
2A
′
4 . . . A

′
n)

lim
n→∞

ordp(B
′
n!)

n
= i(p)

p

(p− 1)2
− 1

p− 1
,

was auch für reguläre Primzahlen p ≥ 3 wegen i(p) = 0 gilt. �
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Lemma 2.8.6 Es gilt

C1 =
∞∏

ν=1

ζ(2ν) ≈ 1, 821017 ,

gerundet angegeben mit sechs exakten Nachkommastellen.

Beweis: Es gilt die Ungleichung log(1 + x) < x für x ∈ R mit x > 0. Damit
folgt

log
∞∏

ν=1

ζ(2ν) =
∞∑

ν=1

log ζ(2ν) <
∞∑

ν=1

(ζ(2ν)− 1) =
3

4
,

wobei die letztere Summe bekannt ist und durch Umordnung in geometrische
Reihen folgt, da sie absolut konvergent ist. Damit liegt C1 in dem Intervall
(π2/6, e3/4). Die Berechnung von C1 erfolgte mit Mathematica. �

Lemma 2.8.7 Seien n ∈ N, n ≥ 4 gerade und

F0(n) = log 2 +
1

n
log C0 −

1

4
(n+ 2) log(2π) +

1

n

n/2∑
ν=1

log((2ν − 1)!) ,

F1(n) =
1

2
log 2 +

1

n
log C1 −

1

4
(n+ 2) log(2π) +

1

n

n/2∑
ν=1

log((2ν)!)

mit C1 aus dem vorigen Lemma und C0 = π2/6. Dann gilt die Ungleichung

F0(n) <
1

n
log |B′n!| < F1(n) .

Insbesondere gilt F0(n) > O(log n).

Beweis: Sei n ≥ 4 gerade. Nach Lemma 2.8.4 gilt

n∏
ν=2
2|ν

2

∣∣∣∣Bν

ν

∣∣∣∣ ≤ n∏
ν=2
2|ν

|B′ν | ≤
n∏

ν=2
2|ν

|Bν | . (2.60)

Durch

|Bn| = 2 ζ(n)
n!

(2π)n

folgt für die rechte Seite von (2.60) mit C1 abgeschätzt

n∏
ν=2
2|ν

|Bν | < 2n/2C1 (2π)−S(n)

n∏
ν=2
2|ν

ν!
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mit

S(n) =
n∑

ν=1
2|ν

ν =
1

4
n(n+ 2) .

Logarithmieren und Division durch n liefert F1. Die linke Seite von (2.60) liefert
analog F0, wobei für eine untere Abschätzung C1 durch C0 = ζ(2) ersetzt wird
und der Faktor 2 berücksichtigt wird. Durch (2.58) gilt

1

n
log

(
Bn

n

)
>

(
1− 1

2n

)
log
( n

2πe

)
= O(log n) ,

womit eine untere Abschätzung F0(n) > O(log n) folgt. �

Die folgenden Betrachtungen erfolgen unter der Annahme der ∆-Vermutung. Um
Aussagen über die auftretenden regulären und irregulären Primfaktoren in B′n!
zu erhalten, können wir die Funktion

G(n) =
1

n
log |B′n!|

mit dem Wachstumsverhalten

O(log n) < F0(n) < G(n) < F1(n)

betrachten. Die Aufspaltung der Summe nach Primzahlen liefert

G(n) = −1

2
log 6 +

∑
p≥5

ordp(B
′
n!)

n
log p ,

wobei p = 2 und p = 3 nach Lemma 2.8.5 getrennt betrachtet werden. Weiterhin
gilt nach Lemma 2.8.5 für p ≥ 5

lim
n→∞

ordp(B
′
n!)

n
= i(p)

p

(p− 1)2
− 1

p− 1
=

i(p)− 1

p− 1
+

i(p)

(p− 1)2
.

Sei I eine Menge mit endlich vielen Primzahlen p ≥ 5. Dann lässt sich die endliche
Summe

GI(n) =
∑
p∈I

ordp(B
′
n!)

n
log p

mit

lim
n→∞

GI(n) =
∑
p∈I

(
i(p)

p

(p− 1)2
− 1

p− 1

)
log p

von G(n) abspalten. Weitere Betrachtungen für G(n) gestalten sich schwierig, da
die Frage nach den auftretenden irregulären Primfaktoren in B′n! offen bleibt.
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Denn die schon erwähnten Faktorisierungen in [Wag00] der ersten Bernoulli-
Zahlen bis Index n = 152 liefern Faktoren mit 30 bis 100 Stellen.

Betrachten wir n! als einfachen Prototyp und fragen nach der Verteilung der
Primzahlen in diesem Produkt. Dann lässt sich dies leicht beantworten. Die Ein-
fachheit liegt in der Tatsache, dass in n! nur Primzahlen p ≤ n auftreten können.
Vergleichen wir dies mit B′n!, so haben wir anscheinend die obere Abschätzung
p ≤ |A′n| bei hinreichend großen n. Zum Beispiel ist der oft betrachtete Zähler
|A42| = |A′42| = 1520097643918070802691 eine sehr große irreguläre Primzahl, die
schon bei einem kleinen Index n = 42 auftritt.

Erst die Kenntnis über die Verteilung der irregulären Primzahlen und die Ab-
schätzung der Größe der auftretenden Faktoren scheinen dann Aussagen über die
Verteilung von regulären Primzahlen zu erlauben.
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2.9 Iwasawa-Theorie

Die Darstellungen folgen verkürzt im wesentlichen [Was97] und [Gre02]. In die-
sen Quellen sind die entsprechenden Beweise bzw. Verweise auf weiterführende
Literatur angegeben. Sei im folgenden ζm immer eine primitive m-te Einheits-
wurzel. Das Symbol wird weiterhin auch für die Riemannsche Zetafunktion ζ(s)
verwendet, was aber zu keinen Verwechslungen führen sollte. Es werden die Be-
zeichnungen ∆(p) und ∆(p,l) wie in den vorigen Abschnitten verwendet.

Sei K ein algebraischer Zahlkörper mit einer endlichen abelschen Körpererwei-
terung K/Q. Iwasawa betrachtete abelsche Erweiterungen der Form Kn/K mit
der Galois-Gruppe

Gal(Kn/K) ' Z/pnZ.

Es existiert der Körperturm

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ K∞

mit
K∞ =

⋃
n≥1

Kn .

Dann wird die Erweiterung K∞/K über den Grundkörper K eine sogenannte
Zp-Erweiterung genannt. Für die Galois-Gruppe gilt

Gal(K∞/K)) ' Zp ,

die additive Gruppe der p-adischen Zahlen.

Satz 2.9.1 (Iwasawa) Sei K∞/K eine Zp-Erweiterung mit p prim. Dann exi-
stieren sogenannte Iwasawa-Invarianten λ, µ, ν ∈ Z mit λ ≥ 0 und µ ≥ 0, so dass
für die Klassenzahl von Kn

ordp h(Kn) = λn+ µpn + ν

für alle n ≥ n0 mit einem hinreichend großem n0 ∈ N gilt.

Beweis: Siehe [Was97, §13.3, Theorem 13.13, S. 277]. �

Die Kreisteilungskörper Q(ζn) spielen eine elementare und besondere Rolle in
der algebraischen Zahlentheorie. Dies zeigt schon der Satz von Kronecker-Weber,
dass für jede endliche abelsche Erweiterung K/Q

K ⊂ Q(ζn)

mit einem n ∈ N gilt. Einfache Fälle werden durch die Theorie der Gaußschen
Summen g(χ) gegeben, so dass z. B. Q(

√
p) ⊂ Q(ζp) für p ≡ 1 (4) gilt.
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Eine zyklotomische Zp-Erweiterung K∞/K wird durch

Kn = K(ζpn+m)

mit einem geeigneten m konstruiert. Der einfachste Fall wird mit K = Q(ζp)
beschrieben, dann gilt

Gal(Q(ζpn+1)/Q(ζp)) ' Z/pnZ

und
Q(ζp) ⊂ Q(ζp2) ⊂ Q(ζp3) ⊂ . . . ⊂ Q(ζp∞) =

⋃
n≥1

Q(ζpn) .

Die Iwasawa-Invariante µ, die das exponentielle Wachstum beschreibt, verschwin-
det für abelsche Erweiterungen K/Q mit zyklotomischer Zp-Erweiterung K∞/K.
Für nicht zyklotomische Zp-Erweiterungen gilt dies im allgemeinen nicht.

Satz 2.9.2 (Ferrero-Washington) Seien K/Q eine abelsche Erweiterung, p
prim und K∞/K eine zyklotomische Zp-Erweiterung. Dann gilt für die Iwasawa-
Invariante µ = 0.

Beweis: Siehe [Was97, §7.5, Theorem 7.15, S. 130 und §16.2, S. 380]. �

Im folgenden wird nur der Fall K = Q(ζp) für eine ungerade Primzahl p betrach-
tet. Dann haben wir die zyklotomische Zp-Erweiterung K∞/K = Q(ζp∞)/Q(ζp).
Die Invarianten werden bzgl. p betrachtet und mit λp, µp und νp bezeichnet.

In [Gre02, (4), S. 7–8] ist das folgende Kriterium angegeben:

Gilt µp > 0, dann existiert ein gerades l mit 2 ≤ l ≤ p− 3, so dass

Bl ≡ 0 (mod p) und
Bl+p−1

l + p− 1
≡ Bl

l
(mod p2) (2.61)

gilt. Übertragen wir dies auf ∆(p,l), dann folgt

µp > 0 =⇒ ∆(p,l) = 0 .

Also würde ein µp > 0 die Existenz eines singulären ∆(p,l) implizieren. Dieser Fall
kann aber nach dem Satz von Ferrero-Washington nicht auftreten, da für diese
Erweiterungen immer µp = 0 gilt.
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Sei hp = h(Q(ζp)) die Klassenzahl von Q(ζp). Kummer führte die Aufspaltung
der Klassenzahl in zwei Faktoren

hp = h−p h
+
p

ein, wobei h+
p = h(Q(ζp + ζ−1

p )) die Klassenzahl des maximalen reellen Un-
terkörpers von Q(ζp) bedeutet. h−p wird als der erste Faktor, h+

p als der zweite
Faktor von hp bezeichnet. Kummer bewies h+

p | hp, somit ist h−p eine ganze po-
sitive Zahl und wird auch die relative Klassenzahl von Q(ζp) genannt. Kummer
zeigte, dass

p | h+
p =⇒ p | h−p

impliziert und bewies schließlich das Kriterium, dass

p | hp ⇐⇒ p | Bj

für ein j = 2, 4, . . . , p − 3 gilt. Dies führt zur Definition der regulären und ir-
regulären Primzahlen, wie es in Abschnitt 2.2 betrachtet wurde. Bisher ist kein
p mit p | h+

p bekannt, die Berechnungen in [BCE+01] sichern dies für alle p bis
12 000 000. Die Vermutung von Kummer-Vandiver besagt, dass generell p - h+

p

gelten sollte.

Ein Ergebnis der Iwasawa-Theorie besagt, dass

p - hp = h(Q(ζp)) ⇐⇒ p - h(Q(ζpn)) , n ≥ 1

gilt. Somit folgt für die regulären Primzahlen p, dass die Iwasawa-Invarianten

λp = µp = νp = 0

dann verschwinden. Auf der anderen Seite existiert in [Gre02, (4), S. 11-12] ein
Kriterium für irreguläre Primzahlen, das Aussagen über die Iwasawa-Invarianten
λp und νp erlaubt. Sei (p, l) ∈ Ψ1 ein irreguläres Paar. Gilt für p die zweite
Kongruenz in (2.61) nicht, dann haben wir

Bl+p−1

l + p− 1
6≡ Bl

l
(mod p2) bzw. ∆(p,l) 6= 0

und für die Invarianten folgt

λp = νp = i(p) .

Da für die betrachteten Erweiterungen µp = 0 gilt, folgt schließlich:

Satz 2.9.3 Unter der Vermutung von Kummer-Vandiver und der ∆-Vermutung
gilt für eine ungerade Primzahl p

ordp h(Q(ζpn)) = i(p)n

für alle n ∈ N.
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Diese Aussage gilt für alle regulären Primzahlen und für alle irregulären Prim-
zahlen unterhalb von 12 000 000 nach Berechnungen in [BCE+01]. In [Was97]
und [Gre02] wird davon ausgegangen, dass es keine vernünftigen Gründe gibt,
warum die Kongruenz

Bl+p−1

l + p− 1
≡ Bl

l
(mod p2)

für ein irreguläres Paar (p, l) nicht gelten könnte. Doch dies würde ein singuläres
∆(p,l) bedeuten und den beschriebenen entarteten Fall der irregulären Paare
höherer Ordnungen zur Folge haben, wie in den vorigen Abschnitten beschrie-
ben. Vielmehr liefert die Eigenschaft ∆(p,l) 6= 0 bzw. ∆(p) = 1 eine regelmäßige
Struktur-Eigenschaft der Bernoulli-Zahlen bzw. der Riemannschen Zetafunktion
an negativen Stellen.

Wir haben hier den folgenden interessanten Zusammenhang, dass das Verhal-
ten der Riemannschen Zetafunktion ζ(s) an negativen Stellen Aussagen über die
Iwasawa-Invarianten erlauben und eine denkbar einfache Formel der Klassenzahl
der Kreisteilungskörper Q(ζpn) bzgl. p liefert.

Für eine irreguläre Primzahl p mit ∆(p) = 1 und p - h+
p gilt auf der einen Seite

ordp h(Q(ζpn)) = i(p)n , n ≥ 1 .

Auf der anderen Seite haben wir für jedes der i(p) irregulären Paare (p, l1) ∈Ψ1 die
Eindeutigkeit der Folge (lν)ν≥1 mit (p, l1, l2, . . .) ∈ Ψ∞, die regelmäßige Verteilung
der höheren Potenzen von p und die p-adische Konvergenz nach Satz 2.6.8

ζ(1− ln) ∈ pnZp , lim
n→∞

|ζ(1− ln)|p = 0 mit ln →∞

und

ln+1 = ln + ϕ(pn) ψ1

(
ζ(1− ln)

pn ∆(p,l)

)
.

Es bleibt die Frage offen, ob sich diese beiden Aussagen in direkter Weise von-
einander ableiten lassen. Der Körper Q bzw. Q(ζp) und die zyklotomische Zp-
Erweiterung Q(ζp∞)/Q(ζp) sowie die Riemannsche Zetafunktion ζ(s) stellen den
einfachsten Fall dar und können so als Prototypen angesehen werden. Dieser
direkte Zusammenhang wäre auch für abelsche Erweiterungen K/Q mit zyklo-
tomischer Zp-Erweiterung K∞/K, bei der die Dedekindsche Zetafunktion ζK(s)
rationale Werte an negativen Stellen annimmt, zu untersuchen und zu verallge-
meinern.



3 Vermutungen von Giuga und Agoh 97

3 Vermutungen von Giuga und Agoh

3.1 Äquivalenz der Vermutungen

Die folgenden Vermutungen wurden von Giuga (ca. 1950, s. [Giu50]) und Agoh
(ca. 1990, s. [Ago95]) unabhängig voneinander aufgestellt. Ca. 1993 wurde die
Verbindung der beiden Vermutungen durch Agoh hergestellt.

Vermutung 3.1.1 (Giuga, 1950) Sei n ∈ N, n ≥ 2, dann gilt

Sn−1(n) ≡ −1 (mod n) ⇐⇒ n ist prim .

Vermutung 3.1.2 (Agoh, 1990) Sei n ∈ N, n ≥ 2, dann gilt

nBn−1 ≡ −1 (mod n) ⇐⇒ n ist prim .

Die Äquivalenz der beiden Vermutungen folgt durch die aufgebaute Theorie des
vorigen Abschnitts sehr einfach.

Satz 3.1.3 Sei n ∈ N, n ≥ 2, dann gilt

Sn−1(n)− nBn−1 ≡
{
n/2 , (n ≡ 2 (4), n > 2)

0 , sonst
(mod n) .

Beweis: Für n ungerade, n ≥ 3 gilt nach Satz 2.1.7

Sn−1(n) ≡ nBn−1 ≡ −
∑
p|n

p−1|n−1

n

p
(mod n) . (3.1)

Für n = 2 gilt
S1(2) ≡ 2B1 ≡ 1 (mod 2) .

Bleibt der Fall n ≥ 4, n gerade: Wegen Bn−1 = 0 muss nur Sn−1(n) berechnet
werden. Da n−1 ungerade ist, gilt νn−1 ≡ −(n−ν)n−1 (mod n) für ν = 1, . . . , n/2.
Damit heben sich alle Glieder außer das mittlere für ν = n/2 auf. Es folgt mit
Lemma 2.1.3 (2)

Sn−1(n) ≡
(n

2

)n−1

≡ n

2

(n
2

)n−2

≡
{
n/2 , (n ≡ 2 (4))

0 , (n ≡ 0 (4))
(mod n) ,

da für n ≡ 0 (4) gilt n/2 ≡ 0 (2) und für n ≡ 2 (4) gilt n/2 ≡ 1 (2). �

Da die beiden Vermutungen in einfacher Weise äquivalent sind, wird im folgenden
von der Vermutung von Giuga-Agoh gesprochen. Diese Vermutung lässt sich nun
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auch anders formulieren. Die Kongruenz (3.1) gilt für ungerade n und für n = 2.
Für n ≥ 4 und n gerade gilt∑

p|n
p−1|n−1

n

p
≡ n

2
6≡ 1 (mod n) ,

da p − 1 | n − 1 nur für p = 2 erfüllt wird. Andererseits gilt Sn−1(n) 6≡ −1 (n)
und nBn−1 ≡ 0 (n) für n ≥ 4 und n gerade. Damit erhalten wir eine weitere
äquivalente Vermutung.

Vermutung 3.1.4 (Giuga-Agoh) Sei n ∈ N, n ≥ 2, dann gilt∑
p|n

p−1|n−1

n

p
≡ 1 (mod n) ⇐⇒ n ist prim . (G)

Jede Primzahl p ist mit n = p eine Lösung von (G) und wird als triviale Lösung
bezeichnet. Jede nicht triviale Lösung n von (G) ist daher zusammengesetzt und
liefert ein Gegenbeispiel der Vermutung von Giuga-Agoh. Bisher wurde kein sol-
ches Gegenbeispiel gefunden.

3.2 Bedingungen und Eigenschaften

Lemma 3.2.1 Sei n eine nicht triviale Lösung von (G), dann gilt

(1) n ist zusammengesetzt, ungerade und quadratfrei.

(2) Für p | n gilt p | n/p− 1.

(3) Für p | n gilt p− 1 | n− 1 und p− 1 | n/p− 1.

Beweis: Diese Eigenschaften folgen alle aus (G). n ist als nicht triviale Lösung
zusammengesetzt. Sei p ein Primteiler von n, dann folgt für (G) mit primen q∑

q|n
q−1|n−1

n

q
≡ 1 (mod p) .

Für p 6= q verschwindet n/q ≡ 0 (p). Damit bleibt nur n/p ≡ 1 (p) mit der
Bedingung p− 1 | n− 1 übrig, da sonst die gesamte Summe verschwinden würde.
(1), (2): Aus n/p ≡ 1 (p) folgt p2 - n und p | n/p − 1. Damit ist n quadratfrei.
n ist ungerade, denn sonst würde aus p − 1 | n − 1 nur n = 2 folgen. (3): Aus
p− 1 | n− 1 folgt n ≡ 1 (p− 1) und n/p ≡ 1/p ≡ 1 (p− 1). �

Die Eigenschaften (1)-(3) zeigte Giuga in [Giu50]. Durch getrennte Betrachtungen
von (2) und (3) des vorigen Lemmas ergeben sich weitere Eigenschaften. Dafür
werden zunächst weitere Definitionen benötigt.
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Die folgenden Definitionen gehen auf Carmichael [Car10] zurück.

Definition 3.2.2 Die Carmichael-Funktion λ ist definiert durch

λ(n) =


1 , n = 1, 2
2 , n = 4

2α−2 , n = 2α, α ≥ 3
ϕ(pα) , n = pα, p ≥ 3, α ≥ 1

kgV(λ(pe1
1 ), . . . , λ(per

r )) , n = pe1
1 · · · per

r

Satz 3.2.3 (Carmichael) Sei m ∈ N mit m > 1, dann gilt

aλ(m) ≡ 1 (mod m)

für alle (a,m) = 1.

Beweis: Sei G = (Z/mZ)∗ mit m = pe1
1 · · · per

r die abelsche prime Restklassen-
gruppe. Es muss die maximale Ordnung der Elemente g ∈ G bestimmt werden.
Nach dem Chinesischen Restsatz haben wir den Isomorphismus

G ∼= (Z/pe1
1 Z)∗ × · · · × (Z/per

r Z)∗ .

Für ungerade p ist (Z/pαZ)∗ zyklisch von der Ordnung ϕ(pα). Für p = 2 ist
(Z/pαZ)∗ zyklisch für α = 1, 2. Für α ≥ 3 gilt (Z/pαZ)∗ ∼= H1 × H2 mit zwei
zyklischen Gruppen der Ordnungen |H1| = 2 und |H2| = 2α−2, s. [IR90]. Das
definiert die Carmichael-Funktion λ(m), damit gλ(m) = 1 für alle g ∈ G gilt. �

Definition 3.2.4 Eine zusammengesetzte Zahl m ∈ N heißt Carmichael-Zahl,
wenn

am−1 ≡ 1 (mod m)

für alle (a,m) = 1 gilt.

Satz 3.2.5 (Carmichael) Eine Carmichael-Zahl m ist ungerade, quadratfrei
und besteht aus mindestens drei Faktoren. Für jeden Primfaktor p | m gilt p− 1 |
m−1 und p−1 | m/p−1. Für jeweils zwei Primfaktoren p, q von m gilt q 6≡ 1 (p).

Beweis: Da m > 3 folgt aus (−1)m−1 ≡ 1 (m), dass m ungerade ist. Sei m =
pe1

1 · · · per
r mit r > 1. Nach Satz 3.2.3 folgt

λ(m) = kgV(ϕ(pe1
1 ), . . . , ϕ(per

r )) = m− 1 .

Damit gilt peν−1
ν (pν − 1) | m − 1. Wegen pν | m folgt eν = 1 für alle 1 ≤ ν ≤ r

und daher ist m quadratfrei. Für p | m gilt somit p − 1 | m − 1 und es folgt
m ≡ 1 (p − 1) und m/p ≡ 1/p ≡ 1 (p − 1). Sei q = kp + 1 prim mit k ≥ 1.
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Annahme: Es gilt q | m. Dann folgt kp = q − 1 | m − 1. Widerspruch zu p | m.
m besteht aus mindestens drei Faktoren. Annahme: Es gilt m = p q mit p 6= q.
Dann folgt p− 1 | q − 1 sowie q − 1 | p− 1. Widerspruch. �

Die ersten drei Carmichael-Zahlen lauten 561 = 3 · 11 · 17, 1105 = 5 · 13 · 17
und 1729 = 7 · 13 · 19. In [AGP94] wurde nachgewiesen, dass unendlich viele
Carmichael-Zahlen existieren.

Definition 3.2.6 Eine zusammengesetzte Zahl n ∈ N heißt Giuga-Zahl, wenn∑
p|n

1

p
−
∏
p|n

1

p
∈ N (3.2)

gilt.

Die letzte Definition geht auf [Giu50] zurück, der Begriff der Giuga-Zahl wurde
erst in [BW95] und [BBBG96] eingeführt, wo sich auch die Verallgemeinerung
einer Giuga-Sequenz findet. Die ersten drei Giuga-Zahlen lauten 30 = 2 · 3 · 5,
858 = 2 · 3 · 11 · 13 und 1722 = 2 · 3 · 7 · 41. Bisher sind nur gerade Giuga-Zahlen
gefunden worden.

Die Eigenschaften von Lemma 3.2.1 zeigen, dass ein Gegenbeispiel von (G) zu-
gleich eine Giuga-Zahl und eine Carmichael-Zahl sein muss.

Satz 3.2.7 Sei n eine nicht triviale Lösung von (G), dann gilt

(1) n ist ungerade, quadratfrei und besteht aus mindestens neun Faktoren.

(2) n ist Giuga-Zahl und für p | n gilt p | n/p− 1.

(3) n ist Carmichael-Zahl und für p | n gilt p− 1 | n− 1 und p− 1 | n/p− 1.

Beweis: Es müssen lediglich die Ergebnisse von Lemma 3.2.1 erweitert werden.
Aus (G) folgt mit Division durch n∑

p|n
p−1|n−1

1

p
− 1

n
≡ 0 (mod Z) .

Da n mindestens aus zwei Faktoren besteht, muss die obige Summe in N liegen.
Ohne die Bedingung p − 1 | n − 1 ergibt dies (3.2) und n muss eine Giuga-Zahl
sein. Dies liefert (2). Da n ungerade und

∑9
ν=2 1/pν < 1 mit pν als ν-te Primzahl,

muss n mindestens neun Faktoren besitzen. Dies liefert (1). Die Bedingungen in
(3) ergeben, dass n eine Carmichael-Zahl sein muss. �
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Eine Carmichael-Zahl n besitzt Restriktionen an ihre Primfaktoren p, wie Satz
3.2.5 zeigt. Für p | n können keine Primfaktoren der Form q ≡ 1 (p) in n auftreten.
Auf der anderen Seite muss eine Giuga-Zahl n die Gleichung∑

p|n

1

p
> 1

erfüllen. Diese beiden Eigenschaften nutzte Giuga 1950 in [Giu50], um zu zeigen,
dass eine nicht triviale Lösung n bzw. ein Gegenbeispiel von (G) aus mehr als
360 Primfaktoren besteht und n > 101000 gelten muss. Bedocchi erweiterte 1985
in [Bed85] das Ergebnis auf n > 101700. Schließlich wurde 1996 in [BBBG96]
von D. Borwein, J. M. Borwein, P. B. Borwein und Girgensohn durch weitere
Einschränkung der möglichen Fälle die Grenze auf n > 1013887 angehoben. Für
die Methoden sei auf die entsprechende Literatur verwiesen.

In [Ago95] wird die Kongruenz (G) angegeben sowie (3.1) in abgewandelter Form.
Die Äquivalenz wird dort im wesentlichen durch Satz 2.1.9 (Clausen-von Staudt)
hergeleitet. In [Ago95] finden sich auch weitere und wesentlich strengere Bedin-
gungen an eine nicht triviale Lösung von (G).

Im nächsten Kapitel wird die Gleichung∑
p|n

1

p
+
∏
p|n

1

p
∈ N ,

die der Gleichung (3.2) einer Giuga-Zahl ähnelt, bei der Vermutung von Erdős-
Moser eine Rolle spielen. In [BW95] und [BBBG96] finden sich weitere berechnete
Giuga-Zahlen. In [BJM00] sind für die beiden Gleichungen∑

p|n

1

p
± 1

n
= 1

neue gefundene Lösungen aufgeführt.
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4 Vermutung von Erdős-Moser

4.1 Die Vermutung

Die folgende Vermutung ist von Erdős und Moser ca. 1953 [Mos53] aufgestellt
worden. Die Bezeichnung der Variablen folgt [MtRU92].

Vermutung 4.1.1 (Erdős-Moser) Seien x, k ∈ N, x ≥ 2, k ≥ 2. Dann besitzt
die diophantische Gleichung

1k + 2k + . . .+ (x− 1)k = xk bzw. Sk(x) = xk (E)

keine Lösung. Die einzige triviale Lösung dieser Gleichung existiert nur für den
Fall k = 1 mit (x, k) = (3, 1).

Diese Gleichung lässt sich mit (1.23) und Satz 2.1.1 auch in der Form

Sk(x)− xk =
k∑

ν=1

〈
k

ν

〉((
x

ν + 1

)
−
(
x

ν

))
= 0 (4.1)

formulieren.

Um Aussagen über die Lösbarkeit von (E) zu erlangen, wird sich herausstellen,
dass Fragestellungen über Teilbarkeitseigenschaften von Sk(x) zu untersuchen
sind. Existieren für ein festes k überhaupt x, r ∈ N mit 1 ≤ r ≤ k, so dass
xr | Sk(x) gilt?

4.2 Notwendige Bedingungen

Zunächst folgen Einschränkungen für x und k. Betrachtet man die Gleichung (E)
modulo 2, so kann x sofort eingeschränkt werden.

Lemma 4.2.1 Ist (x, k) eine Lösung von (E), so gilt

x ≡ 0 (mod 4) oder x ≡ 3 (mod 4) .

Beweis: Man erhält (mod 2) die folgende Tabelle, deren Einträge sich aufgrund
der Parität immer weiter wiederholen für wachsendes x:

x 1 2 3 4 5 6 7 8 ...
xk (mod 2) 1 0 1 0 1 0 1 0 ...

Sk(x) (mod 2) 0 1 1 0 0 1 1 0 ... �

Es wird in [Mos53] und auf andere Weise in [Urb88] gezeigt, dass für k ≥ 3, k
ungerade, (E) keine Lösung besitzt. Daher wird k ≥ 2, k gerade für die weite-
ren Betrachtungen vorausgesetzt. Diese Einschränkung für k wird im folgenden
Lemma bewiesen, die Beweismethode geht nach [Mos53].
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Lemma 4.2.2 (E) hat keine Lösung für k ≥ 3, k ungerade.

Beweis: Sei k ≥ 3, k ungerade. Annahme: Sei (x, k) eine Lösung von (E). Für
jeden Primteiler p mit p | x− 1 bzw. x ≡ 1 (p) gilt nach Lemma 2.4.5

1 ≡ xk ≡ Sk(x) ≡
x− 1

p
Sk(p) (mod p) .

Dann muss

a) Sk(p) 6≡ 0 (mod p) und b)
x− 1

p
6≡ 0 (mod p)

gelten. Nach Satz 2.1.6 folgt aus a): Sk(p) ≡ −1 (p) und p − 1 | k. Aus b) folgt
p2 - x− 1. Damit ist x− 1 quadratfrei. Da k ungerade ist, folgt mit p− 1 | k, dass
nur der Primteiler 2 vorkommen kann. Damit ist x− 1 = 2 bzw. x = 3. Nun gilt
1 + 2k < 3k für k ≥ 2, somit ist (x, k) keine Lösung von (E). Widerspruch. �

Das vorige Lemma liefert sogar Informationen über x−1, wenn (x, k) eine Lösung
von (E) ist. Diese Eigenschaften lassen sich auch auf anderem Wege herleiten.
Durch einfache Umformungen von (E)

2k + . . .+ (x− 1)k = xk − 1

2k

x− 1
+ . . .+

(x− 2)k

x− 1
+ (x− 1)k−1 =

xk − 1

x− 1
= xk−1 + xk−2 + . . .+ 1 (4.2)

erhält man notwendige Bedingungen für eine Lösung (x, k). Damit die Gleichung
(4.2) in Z liegt, muss x − 1 | 2k + · · · + (x − 2)k gelten. Natürlich kann x ≥ 4
vorausgesetzt werden, wie man nach dem vorigen Lemma sieht.

Satz 4.2.3 Seien x, k ∈ N, x ≥ 4, k gerade. Sei Bk = Ak/Tk mit (Ak, Tk) = 1.
Ist (x, k) eine Lösung von (E), so muss notwendiger Weise gelten:

x | Ak , x− 1 | Tk , x ≡ 3 (mod 4) .

Beweis: Durch Sk(x) = xk gilt xk | Sk(x). Satz 2.4.1 liefert x2 | Sk(x)⇔ x | Bk.
Nach Lemma 4.2.1 gilt 4 | x oder x ≡ 3 (4). Durch x | Ak und 2 - Ak folgt
x ≡ 3 (4). Der Rest folgt nun durch (4.2). Es muss x− 1 | Sk(x− 1)− 1 gelten.
Sei m = x− 1, dann folgt mit Satz 2.1.7

1 ≡ Sk(m) ≡ mBk ≡ m
Ak

Tk

(mod m) . (4.3)

Dann folgt auch für jeden Primteiler pi | m

m
Ak

Tk

≡ 1 (mod pi) .
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Da Tk quadratfrei ist, muss pi | Tk und p2
i - m gelten, sonst hätte man den Wider-

spruch mAk/Tk ≡ 0 (pi). Damit ist m quadratfrei und es gilt x− 1 = m | Tk. �

Für den Fall k = 1 muss nur die abgeschwächte Bedingung x | S1(x) gelten, die
durch x | S1(x) = x

2
(x− 1) für x ≡ 3 (4) erfüllt wird. Durch leichte Modifikation

kann man den vorhergehenden Satz 4.2.3 auch für k = 1 anwenden. Dann folgt
durch B1 = −1

2
, dass x = 3 gilt. Somit haben wir hier für k = 1 die einzige

Lösung (x, k) = (3, 1) von (E), wie man aus x = x
2
(x− 1) sofort abliest.

Wie sich schon gezeigt hat und noch weiter zeigen wird, ist die Existenz einer
Lösung von (E) eng mit den Bernoulli-Zahlen verknüpft. Bis hierher zeigt sich
aber schon, dass eine Lösung (x, k) von (E) nicht existiert, wenn Bk = 0 ist. Denn
für k = 1 haben wir B1 = −1

2
und nur für k ≥ 3 und k ungerade gilt Bk = 0.

Der folgende Satz zeigt eine wesentliche Verschärfung, die eine mögliche Lösung
von (E) enger mit den Bernoulli-Zahlen verbindet.

Satz 4.2.4 Seien x, k ∈ N, x ≥ 4, k gerade. Sei Bk = Ak/Tk mit (Ak, Tk) = 1.
Ist (x, k) eine Lösung von (E), so muss notwendiger Weise gelten:

x2 | Ak , x2 − 1 | 4Tk , x ≡ 3 (mod 8) .

Beweis: Die Betrachtungen erweitern die Ergebnisse von Satz 4.2.3. Nach Satz
2.4.1 folgt x3 | Sk(x) ⇔ x2 | Bk. Da k gerade ist, lässt sich (4.2) anstatt x − 1
auch mit x2 − 1 = (x − 1)(x + 1) betrachten. Dann erhält man die Bedingung
x+ 1 | Sk(x)− 1. Sei m = x+ 1, dann gilt 4 | m. Es folgt

1 ≡ Sk(x)± xk ≡ Sk(m)− 1 (mod m)

und damit

2 ≡ Sk(m) ≡ mBk ≡ m
Ak

Tk

(mod m) . (4.4)

Die Betrachtung (mod 4) liefert 8 - m und für alle anderen ungeraden Primteiler
p | m folgt analog zu Satz 4.2.3 m/4 | Tk. Da (x− 1, x+ 1) = 2 folgt x2− 1 | 4Tk.
Wegen x+ 1 ≡ m ≡ 4 (8) gilt x ≡ 3 (8). �

4.3 Intervall für eine Lösung

Für die weiteren Betrachtungen wird gezeigt, dass für ein festes k höchstens
eine Lösung x für (E) existiert. Diese Lösung x liegt in einem von k abhängigen
Intervall und liefert Abschätzungen für x. In [Urb88] werden die Ergebnisse von
[vdL75] und [BtR76] zusammengefasst. In diesen zwei Artikeln wurde von van
de Lune, Best und te Riele nachgewiesen, dass x im Intervall [Ck, Ck + 1] mit
Ck := 21/k/(21/k − 1) liegen muss.
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Im folgenden wird eine elementare und einfachere Herleitung gegeben, um ein
Intervall für x anzugeben.

Die Idee: Es werden die Funktionen

fr(x) = 2xr − (x+ 1)r, r ∈ N, x ∈ R

betrachtet. Es wird gezeigt, dass diese Funktionen für x ≥ 0 jeweils nur eine
einfache Nullstelle besitzen. Zum anderen wird durch die Teleskopsumme

x−1∑
ν=0

fk(ν) = Sk(x)− xk für x, k ∈ N

der Zusammenhang zu (E) hergestellt.

Lemma 4.3.1 Sei r ∈ N. Die Funktion

fr(x) = 2xr − (x+ 1)r , x ∈ R

hat für x ≥ 0 nur eine einfache Nullstelle Mr := (21/r − 1)−1, weiterhin gilt:

fr(x) < 0 für x ∈ [0,Mr) , fr(x) > 0 für x > Mr .

Beweis: Zunächst sei bemerkt, dass natürlich fr(x) ∈ C∞(R) stetig ist und
fr(0) = −1 gilt. Der Beweis folgt durch vollständige Induktion.

Induktionsanfang r = 1: f1(x) = 2x− (x+ 1) = x− 1 hat die einfache Nullstelle
M1 = 1. Es gilt f1(x) < 0 für x ∈ [0, 1) und f1(x) > 0 für x > 1.

Induktionsschritt r 7→ r + 1: Unter der Annahme die Behauptung gilt für r,
können wir auf r + 1 folgern. Durch Integration erhält man

Fr(x) :=

∫ x

0

fr(t) dt =

∫ x

0

(2tr − (t+ 1)r) dt

=
1

r + 1

(
2t(r+1) − (t+ 1)(r+1)

)∣∣∣∣x
0

=
1

r + 1

(
2x(r+1) − (x+ 1)(r+1) + 1

)
und somit

fr+1(x) = (r + 1)

∫ x

0

fr(t) dt − 1.

Geometrisch gesprochen erhalten wir fr+1(x) durch:

(1) Integration von fr(x)

(2) Skalierung der Funktionswerte: y 7→ (r + 1) y

(3) Verschiebung auf der Y-Achse nach unten: y 7→ y − 1
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Da fr(x) stetig ist, folgt durch die Integration, dass auch fr+1(x) < 0 für x ∈
[0,Mr) gilt. Wegen f ′r+1(x) = (r + 1)fr(x) und fr(x) > 0 für x > Mr ist fr+1(x)
streng monoton steigend für x > Mr. Damit schneidet fr+1(x) die X-Achse und
es existiert eine einfache Nullstelle Mr+1. Wegen fr(x) < 0 für x ∈ [0,Mr) und
deshalb

fr+1(Mr) = (r + 1)

∫ Mr

0

fr(t) dt − 1 < 0

folgt auch Mr+1 > Mr. Weiterhin folgt durch fr+1(x) streng monoton steigend
für x > Mr, dass fr+1(x) < 0 für x ∈ [0,Mr+1) und fr+1(x) > 0 für x > Mr+1.
Somit können wir die Nullstelle von fr+1(x) bestimmen durch

2x(r+1) − (x+ 1)(r+1) = 0

2x(r+1) = (x+ 1)(r+1)

21/(r+1) x = x+ 1

Mr+1 = (21/(r+1) − 1)−1 .

Da nur eine Nullstelle im Intervall [0,∞) existiert, können wir beim Wurzelziehen
die reelle Wurzel wählen, da Mr+1 > 0 die gewünschte Lösung ist. �

Lemma 4.3.2 Sei k ∈ N, k ≥ 2. Es gilt die Abschätzung k < Mk < 3
2
k mit

Mk := (21/k − 1)−1.

Beweis: Es ist wohlbekannt, dass
(
(1 + x

n
)n
)

n≥1
für x > 0 eine streng monoton

steigende Folge bildet mit

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

= ex .

Mit e2/3 < 2 < e und (1 + 2
3k

)k < 2 < (1 + 1
k
)k für k ≥ 2 folgt die Behauptung

durch 2
3k
< 21/k − 1 < 1

k
. �

Satz 4.3.3 Seien x, k ∈ N, k ≥ 2. Dann existiert höchstens eine Lösung (x, k)
von (E), wobei x ∈ [Mk, 2k] gilt mit Mk := (21/k − 1)−1. Insbesondere gilt

k < Mk < x < 2k .

Beweis: Es gilt Mk /∈ N, da 21/k irrational für k ≥ 2 ist. Nach Lemma 4.3.2 gilt
k < Mk <

3
2
k. Damit ist das Intervall [Mk, 2k] wohldefiniert.

Nach Lemma 4.3.1 gilt für fk(x) = 2xk − (x+ 1)k: fk(x) < 0 für x ∈ [0,Mk) und
damit

[Mk]∑
ν=0

fk(ν) = Sk([Mk] + 1)− ([Mk] + 1)k < 0 .
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Für x > Mk ist fk(x) > 0 und deshalb gilt für x′ ∈ N, x′ > [Mk]

x′∑
ν=[Mk]+1

fk(ν) > 0 .

Da fk(x) streng monoton steigend ist für x > Mk, folgt durch die obigen Sum-
mationen: Es existiert genau ein x′ ∈ N, x′ > [Mk] mit

x′−1∑
ν=0

fk(ν) < 0 und
x′∑

ν=0

fk(ν) ≥ 0 .

Damit gilt für eine Lösung (x, k) von (E): x ≥ [Mk] + 1 bzw. x > Mk, da Mk

irrational ist. Auf der anderen Seite lässt sich mit (4.1) eine obere Abschätzung
2k ≥ x durch die Binomialkoeffizienten herleiten. Für x = 2k + 1 gilt(

2k + 1

ν + 1

)
−
(

2k + 1

ν

)
> 0 für ν = 1, . . . , k − 1

und wegen der Symmetrie der Binomialkoeffizienten(
2k + 1

k + 1

)
−
(

2k + 1

k

)
= 0 .

Somit gilt für x ≥ 2k + 1: Sk(x)− xk > 0. Denn für x > 2k + 1 gilt(
x

ν + 1

)
−
(
x

ν

)
> 0 für ν = 1, . . . , k ,

wie man am Pascalschen Dreieck abliest. �

Bemerkung 4.3.4 Die Abschätzung x > Mk mit Mk := (21/k − 1)−1 ist nicht
wesentlich schlechter als die aus [vdL75] erwähnte Abschätzung mit x > Ck und
Ck := 21/k/(21/k − 1), denn es gilt Ck = 1 + (21/k − 1)−1 = 1 +Mk.

Lemma 4.3.5 Seien x1, x2, k1, k2 ∈ N. Sind (x1, k1) und (x2, k2) verschiedene
Lösungen von (E), dann gilt x1 6= x2 und k1 6= k2.

Beweis: Annahme: Es gilt k1 = k2. Mit Satz 4.3.3 folgt, dass auch x1 = x2 gelten
muss. Widerspruch. Somit gilt k1 6= k2 und ohne Einschränkung sei k1 > k2.
Annahme: Es gilt x1 = x2. Dann haben wir mit x = x1 ≥ 2

Sk1(x) = xk1 und xk1−k2Sk2(x) = xk1 .

Somit müsste Sk1(x) = xk1−k2Sk2(x) gelten, das durch

xk1−k2Sk2(x) =
x−1∑
ν=1

xk1−k2νk2 >
x−1∑
ν=1

νk1−k2νk2 = Sk1(x)

mit x ≥ 2 zum Widerspruch führt. Somit folgt x1 6= x2 und k1 6= k2. �
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4.4 Äquivalente Formulierung

Die Vermutung von Erdős-Moser kann auch durch Funktionen

gm(t) =
∞∑

ν=0

aν(m)

ν!
tν , m ∈ N, t ∈ C

formuliert werden, die jetzt konstruiert werden. Dabei genügen die vonm abhängi-
gen Koeffizienten aν(m) einer gewissen Rekursionsformel.

Satz 4.4.1 Für m ∈ N seien die Funktionen

gm(t) =
2etm − et(m+1) − 1

et − 1
=
∞∑

ν=0

aν(m)

ν!
tν , t ∈ C

definiert mit den von m abhängigen Koeffizienten aν(m). Für die Koeffizienten
gilt die Rekursionsformel

n∑
ν=0

(
n+ 1

ν

)
aν(m) = 2mn+1 − (m+ 1)n+1 , n ∈ N0 (4.5)

mit aν(m) = Sν(m)−mν ∈ Z.

Beweis: Mit (1.15) haben wir

etm − 1

et − 1
=
∞∑

ν=0

Sν(m)

ν!
tν (4.6)

und damit folgt für die Koeffizienten aν(m) = Sν(m)−mν durch

2etm − et(m+1) − 1

et − 1
=
etm − 1

et − 1
− etm =

∞∑
ν=0

Sν(m)−mν

ν!
tν . (4.7)

Der Vergleich der Potenzreihen

∞∑
ν=1

2mν − (m+ 1)ν

ν!
tν = 2etm − et(m+1) − 1 =

∞∑
ν=0

aν(m)

ν!
tν

∞∑
ν=1

tν

ν!

liefert die Rekursionsformel durch das Cauchy-Produkt. gm(t) ist durch (4.7) und

gm(t) =
m−1∑
ν=0

etν − etm auf ganz C holomorph. �
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Bemerkung 4.4.2 Trennt man bei den Koeffizienten aν(m) den Term −mν ab,
so ergibt die Rekursionsformel (4.5) für diesen Term gerade −(m + 1)n + mn.
Somit folgt für den verbleibenden Rest die bekannte Rekursionsformel für Sn(m)

mn =
n−1∑
ν=0

(
n

ν

)
Sν(m) ,

die auch direkt aus (4.6) durch die Potenzreihen folgt.

Nun lässt sich eine äquivalente Formulierung der Vermutung von Erdős-Moser
über das Verhalten von Sν(m)−mν = aν(m) formulieren. Hierbei ist aν(m) = 0
mit ν > 0 äquivalent dazu, dass (x, k) = (m, ν) eine Lösung von (E) ist. Man
betrachtet also für ein festes m respektive x, für welche ν respektive k eine Lösung
von (E) gegeben ist. So wie für ein festes k höchstens eine Lösung (x, k) für (E)
existiert, so existiert nach Lemma 4.3.5 für ein festes m höchstens eine Lösung
(m, ν) für (E). D. h. höchstens eine der Ableitungen einer Funktion gm kann an
der Stelle 0 verschwinden.

Vermutung 4.4.3 Für m ∈ N seien die Funktionen

gm(t) =
2etm − et(m+1) − 1

et − 1
=
∞∑

ν=0

aν(m)

ν!
tν , t ∈ C

definiert. Dann gilt für die n-ten Ableitungen mit n ≥ 1

g(n)
m (0) = 0 ⇐⇒ (m,n) = (3, 1) .

Für die Koeffizienten an(m), die durch die Rekursionsformel

n∑
ν=0

(
n+ 1

ν

)
aν(m) = 2mn+1 − (m+ 1)n+1 , n ∈ N0

beschrieben werden, gilt mit n ≥ 1

an(m) = 0 ⇐⇒ (m,n) = (3, 1) .

4.5 Monsterlösungen

In Abschnitt 4.2 wurde gezeigt, dass für eine Lösung (x, k) von (E) die Zahlen
x − 1 und (x + 1)/2 quadratfrei sind und x2 − 1 | 4Tk gelten muss. Weitere
Aussagen ergeben sich, wenn x±a für allgemeines a > 0 auf Teiler-Eigenschaften
und Bedingungen untersucht wird.
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Satz 4.5.1 Seien a, k,m, x ∈ N, k gerade. Sei (x, k) eine Lösung von (E). Sei
m = x± a mit m > 1, dann gilt je nach Wahl von ±

−
∑
p|m

p−1|k

m

p
≡ δ ak ± Sk(a) (mod m)

mit δ = 1 für m = x− a und δ = 2 für m = x+ a. Für die Primteiler p | m mit
p - a gilt:

(1) Fall p− 1 | k:

−m
p
≡ δ ±

(
a− 1−

[
a− 1

p

])
(mod p) .

(2) Fall p− 1 - k:
0 ≡ δ a′

k′ ± Sk′(a
′) (mod p)

mit a ≡ a′ (p), 0 < a′ < p und k ≡ k′ (p− 1), 2 ≤ k′ ≤ p− 3.

Beweis: Sei im folgenden Bk = Ak/Tk mit (Ak, Tk) = 1. Wir beginnen mit
Sk(x) = xk und betrachten den Fall m = x+ a. Dann gilt

Sk(m) = Sk(x) + xk + . . .+ (m− 1)k = 2xk + (x+ 1)k + . . .+ (x+ a− 1)k .

Mit x+ r ≡ r − a (m) und 2 | k folgt

Sk(m) ≡ 2ak + Sk(a) (mod m) .

Für m = x− a folgt analog

Sk(m) = Sk(x)− (x− 1)k − . . .−mk = xk − (x− 1)k − . . .− (x− a)k

und
Sk(m) ≡ ak − Sk(a) (mod m) .

Schließlich erhalten wir mit dem obigen δ für ± und Satz 2.1.7

−
∑
p|m

p−1|k

m

p
≡ m

Ak

Tk

≡ mBk ≡ Sk(m) ≡ δ ak ± Sk(a) (mod m) . (4.8)

Sei nun p ein Primteiler von m mit p - a. Die rechte Seite von (4.8) liefert mit
Lemma 2.4.6 die rechte Seite der Kongruenz in (1) bzw. (2). Für p − 1 | k gilt
ak ≡ 1 (p) und in der linken Seite der Kongruenz von (1) bleibt nur der Summand
m/p (p) übrig. Für p− 1 - k verschwindet die Summe (mod p). �
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Die Anwendung des vorigen Satzes 4.5.1 fürm = x±1 bestätigt die Betrachtungen
in (4.3) und (4.4). Für alle p | m kann wegen (2) und 0 6≡ δ (p) mit δ = 1, 2 nur
p − 1 | k gelten. (1) liefert −m/p ≡ δ (p) und damit ein quadratfreies m bzw.
m/2. Schließlich folgt x− 1 | Tk und x+ 1 | 2Tk, da x ≡ 3 (8) gilt. Es folgt∑

p|m
p−1|k

m

p
+ δ ≡ 0 (mod m) .

Division durch m liefert die folgenden Bedingungen∑
p|x−1
p−1|k

1

p
+

1

x− 1
≡ 0 (mod Z) (4.9)

und ∑
p|x+1
p−1|k

1

p
+

2

x+ 1
≡ 0 (mod Z) . (4.10)

Weitere solche Gleichungen, die unabhängig von k formuliert werden können,
benötigen Bedingungen an a. Denn mit Satz 4.5.1 für m = x ± a mit a ≥ 2
erhalten wir für den Fall p− 1 - k

0 ≡ δ a′
k′ ± Sk′(a

′) (mod p) .

Zum Beispiel erhalten wir für p | m und m = x− 2

p− 1 | k :
m

p
≡ 0 (mod p) , p− 1 - k : 2k − 1 ≡ 0 (mod p)

und für m = x+ 2

p− 1 | k :
m

p
≡ −3 (mod p) , p− 1 - k : 2k+1 + 1 ≡ 0 (mod p) .

Für m = x+ a mit a = x± 1 erhalten wir das folgende Lemma.

Lemma 4.5.2 Seien k,m, x ∈ N, k gerade. Sei (x, k) eine Lösung von (E). Sei
m = 2x± 1, dann gilt je nach Wahl von ±

−
∑
p|m

p−1|k

m

p
≡ 2δ (mod m)

mit δ = 1 für m = 2x − 1 und δ = 2 für m = 2x + 1. Für alle Primteiler p | m
gilt p− 1 | k und m ist quadratfrei.
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Beweis: Satz 4.5.1 liefert für m = x+ a und a = x± 1 die linke Seite

−
∑
p|m

p−1|k

m

p
≡ 2ak + Sk(a) ≡ 3xk ± xk ≡ 2δxk (mod m) ,

mit Sk(x) = xk, Sk(x± 1) = ±xk +Sk(x) und ak ≡ xk (m) folgt die rechte Seite.
m ist ungerade und besitzt nur ungerade Primteiler p | m. Es gilt p - x, denn
sonst hätten wir p | m− 2x = ±1. Der Fall p− 1 - k kann nicht vorkommen, da
sonst 0 ≡ 2δxk 6≡ 0 (p) gelten würde. Damit bleibt der Fall p− 1 | k übrig

−m
p
≡ 2δxk ≡ 2δ (mod p)

und es folgt, dass m quadratfrei ist. Durch xk − 1 ≡ 0 (p) für alle p | m folgt
xk − 1 ≡ 0 (m), damit folgt der Rest 2δxk ≡ 2δ (m). �

Mit Division durch m liefert das vorige Lemma die Bedingungen∑
p|2x−1
p−1|k

1

p
+

2

2x− 1
≡ 0 (mod Z) (4.11)

und ∑
p|2x+1
p−1|k

1

p
+

4

2x+ 1
≡ 0 (mod Z) . (4.12)

Die Gleichungen (4.9), (4.10), (4.11) und (4.12) hat Moser in [Mos53] jeweils durch
elementare und trickreiche Umformungen von Sk(x) hergeleitet. Weitere solche
Gleichungen scheinen nicht zu existieren. Wir brauchen eine weitere Definition
zur einfacheren Formulierung des Ergebnisses von Moser.

Definition 4.5.3 Für a, k,m ∈ N seien die Funktionen

λk(m, a) =
∑
p|m

p−1|k

1

p
+
a

m

und

Λk(m, a) =

{
λk(m, a) ∈ N
−∞ sonst

definiert.
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Satz 4.5.4 Seien x, k ∈ N, k gerade. Sei Bk = Ak/Tk mit (Ak, Tk) = 1. Sei
(x, k) eine Lösung von (E). Dann gilt

Λk(x− 1, 1) + Λk(x+ 1, 2) + Λk(2x− 1, 2) + Λk(2x+ 1, 4) ≥ 4

und

X =
1

12
(x− 1)(x+ 1)(2x− 1)(2x+ 1) =

4x4 − 5x2 + 1

12

ist quadratfrei mit X | Tk. Schließlich gilt∑
p|X

p−1|k

1

p
≥ 3

1

6
− 1

x− 1
− 2

x+ 1
− 2

2x− 1
− 4

2x+ 1
.

Beweis: Die Gleichungen (4.9), (4.10), (4.11) und (4.12) müssen alle in N liegen,
dies definiert die Funktionen λk und Λk. Die Summation dieser vier Gleichungen
liefert die Bedingung

Λk(x− 1, 1) + Λk(x+ 1, 2) + Λk(2x− 1, 2) + Λk(2x+ 1, 4) ≥ 4 . (4.13)

Satz 4.2.4 liefert x ≡ 3 (8), x2 | Ak und (x2− 1)/4 | Tk ist quadratfrei. Damit gilt
3 - x und x ≡ ±1 (3). Die ungeraden Zahlen 2x ± 1 haben keine gemeinsamen
Primfaktoren, damit ist nach Lemma 4.5.2 4x2 − 1 | Tk quadratfrei. Durch
(4x2 − 1) − 4(x2 − 1) = 3 und x ≡ ±1 (3) kommen in den zwei Faktoren von
(x2 − 1)(4x2 − 1) keine gemeinsamen Primfaktoren außer 3 vor, wobei 3 zweimal
auftritt. Damit ist

X =
1

12
(x− 1)(x+ 1)(2x− 1)(2x+ 1) =

4x4 − 5x2 + 1

12

quadratfrei und es folgt X | Tk. x+ 1 und x− 1 haben den Primfaktor 2 gemein-
sam, damit folgt insgesamt aus (4.13) die abgeschwächte Bedingung∑

p|X
p−1|k

1

p
+

1

2
+

1

3
+

1

x− 1
+

2

x+ 1
+

2

2x− 1
+

4

2x+ 1
≥ 4 ,

wodurch der Rest folgt. �

Nun folgt die Bestimmung einer unteren Grenze für x von einer Lösung (x, k)
von (E). Im wesentlichen geht es um eine Abschätzung der Funktion

ϑ(z) =
∑
p≤ z

1

p
,

um zu zeigen, dass es sich um Monsterlösungen handeln muss. Für x ≤ 1000 exi-
stieren keine gleichzeitigen Lösungen für die vier Λk der obigen Gleichung (4.13).



4 Vermutung von Erdős-Moser 114

Damit hat Moser in [Mos53] mit Abschätzungen der analytischen Zahlentheorie
durch die Bedingung

ϑ(z) > 3, 16

die untere Grenze 10106
für x bestimmt. In [BJM00] wurde diese Grenze durch

Computer unterstützte Berechnungen angehoben. Dort findet sich das Ergebnis,
dass X mindestens aus N = 4990906 Primfaktoren bestehen muss. Dies liefert
die Abschätzung bei N − 1 Faktoren von X

∑
p|X

1

p
≤

N−1∑
ν=1

1

pν

< 3
1

6
− 10−9

mit pν als ν-te Primzahl und durch x > 10106
. Durch x4/3 > X und X ≥

∏N
ν=1 pν

wird in [BJM00] die untere Grenze

x > C mit C = 1, 485 · 109321155

erreicht.

In [Mos53] und [BJM00] wird die Bedingung p− 1 | k für p | X nicht betrachtet.
Gehen wir vom letzten Ergebnis mit N Primfaktoren aus, dann hätten wir

kgV(p1 − 1, . . . , pN − 1) | k

mit pN = 85861889 und pN −1 = 29 ·7 ·23957. Restriktionen an die Primfaktoren
von k würden die untere Grenze C weiter nach oben treiben, da dann Primfakto-
ren von X in gewissen Progressionen nicht vorkommen dürfen. Die Ungleichung∑

p|X
p−1|k

1

p
> 3

1

6
− 10−9

und die Verteilung der Primzahlen bestimmen dann eine größere untere Grenze
C. Im nächsten Abschnitt wird auf die Teiler von k und die Struktur von x
eingegangen.

4.6 Lösungsverhalten

Ein wesentlicher Schritt für die Betrachtung einer Lösung (x, k) von (E) mit ge-
radem k ist die Beobachtung, dass x nur aus dem Produkt irregulärer Primzahlen
bestehen kann. Dieses Resultat ist in [MtRU92] zu finden. Der nun folgende Be-
weis baut auf der dargestellten Theorie auf und die Kriterien einer Lösung werden
in erweiterter Form durch die irregulären Paare höherer Ordnungen formuliert.
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Lemma 4.6.1 Seien x, k ∈ N, k ≥ 12 gerade. Ist (x, k) eine Lösung von (E), so
gilt x2 | Bk/k und

x =
r∏

ν=1

pmν
ν , r ≥ 1

besteht sämtlich aus irregulären Primzahlen pν.

Beweis: Sei die Primfaktorzerlegung in der obigen Form gegeben. Nach Satz
4.2.3 haben wir x | Bk. Mit (E) und Satz 2.3.5 folgt für s = 1

Bk

k
≡ Sk(x)

k x
=
xk−1

k
(mod qs) (4.14)

für jedes q = pmν
ν mit 1 ≤ ν ≤ r. Es gilt q || x und wegen (6, x) = 1 gilt pν ≥ 5.

Nach Lemma 2.1.5 folgt mit p′ = 5 und k ≥ 5

ordq

(
xk−1

k

)
≥ −1 + ordq

(
xk

k

)
≥ −1 + 4 = 3 .

Damit folgt für s = 1
Bk

k
≡ xk−1

k
≡ 0 (mod qs) (4.15)

und pν ist nach Lemma 2.5.2 als irreguläre Primzahl erkannt. Die Kongruenzen
(4.14) und (4.15) gelten auch noch für s = 2, da pν | Bk/k gilt. Wir betrachten
den Beweis des Satzes 2.3.5. Durch Lemma 2.5.4 haben wir k ≥ 12 und k − j 6≡
0 (pν − 1) für j = 0, 2, . . . , 10. Damit sind Bk/k, Bk−2 bis Bk−10 pν-ganz und
es gilt pν ≥ 37. In Gleichung (2.16) auf Seite 35, die entsprechenden Variablen
umbenannt, fallen alle Terme (mod q2) außer Bk/k weg und es folgt schließlich,
dass (4.14) und damit auch (4.15) für s = 2 gelten. �

Satz 4.6.2 Seien x, k ∈ N, k ≥ 12 gerade. Ist (x, k) eine Lösung von (E), so gilt

x =

r1∏
ν=1

pmν
ν , x2 − 1 = 23

r2∏
µ=1

qµ , r1, r2 ≥ 1

mit pν irreguläre Primzahl mit pν−1 - k und qµ ungerade Primzahl mit qµ−1 | k.
Es gilt (pν , k) ∼2mν (pν , kν) ∈ Ψ2mν mit k ≡ kν (mod ϕ(p2mν

ν )), kν ≥ 12 und

kν 6= 14. Für das zu (pν , kν) assoziierte Tupel (pν , sν,1, . . . , sν,2mν ) ∈ Ψ̂2mν gilt

kν =
2mν∑
j=1

sν,j ϕ(pj−1
ν ) und k = kν + tν ϕ(p2mν

ν ) , tν ≥ 0 .
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Es gelten die Aussagen:

(1) k ≡ sν,1 (mod ϕ(pν)) mit sν,1 ≥ 12 und sν,1 6= 14.

(2) k ≡ sν,1 + sν,2(pν − 1) (mod ϕ(p2
ν)).

(3) k ≡ sν,1 − sν,2 (mod pν) und pν | k ⇔ sν,1 = sν,2.

Beweis: Nach Lemma 4.6.1 gilt x2 | Bk/k. Damit gilt für jeden Primfaktor pmν
ν

von x: p2mν
ν | Bk/k. Nach Lemma 2.5.4 gilt (pν , k) ∼2mν (pν , kν) ∈ Ψ2mν mit

k ≡ kν (ϕ(p2mν
ν )) und der Einschränkung kν ≥ 12 und kν 6= 14. Damit haben wir

mit Definition 2.5.17 auch die Darstellung für das zu (pν , kν) assoziierte Tupel

(pν , sν,1, . . . , sν,2mν ) ∈ Ψ̂2mν mit tν ≥ 0:

k = tν ϕ(p2mν
ν ) +

2mν∑
j=1

sν,j ϕ(pj−1
ν ) . (4.16)

Durch ϕ(pj
ν) = pj−1

ν (pν − 1) für j ≥ 1 folgen die Kongruenzen in (1) bis (3).
(1): In (4.16) entfallen alle Terme mit ϕ(pj

ν) für j ≥ 1. Lemma 2.5.4 liefert die
Einschränkung, somit gilt auch pν−1 - k. (2): Hier entfallen die Terme mit ϕ(pj

ν)
für j ≥ 2. (3): Es bleibt k ≡ sν,1 + sν,2(pν − 1) ≡ sν,1 − sν,2 (pν) übrig. Da
0 ≤ sν,j < pν gilt, folgt aus 0 ≡ sν,1 − sν,2 (pν), dass sν,1 = sν,2 gilt.

Bleibt der Rest zu zeigen. Sei Bk = Ak/Tk mit (Ak, Tk) = 1. Die Darstellung von
x2 − 1 ist mit Satz 4.2.4 gegeben durch 8 | x2 − 1 | 4Tk. �

Lemma 4.6.3 Seien x, k ∈ N, k ≥ 12 gerade und (x, k) eine Lösung von (E).
Sei p eine irreguläre Primzahl mit p < 1000. Gilt p | k, dann folgt p - x.

Beweis: In Tabelle A.3.1 sind alle irregulären Paare (p, s1, . . . , s10) ∈ Ψ̂10 der
Ordnung 10 für p < 1000 aufgeführt. Dort gilt jeweils ∆(p,s1) 6= 0 und s1 6= s2.
Mit dem vorigen Satz 4.6.2 folgt p | x⇒ p - k und damit p | k ⇒ p - x. �

Wenn wir eine Lösung (x, k) von (E) haben, dann muss diese Lösung auch lokal
(mod p) für alle p existieren

Sk(x) ≡ xk (mod p) . (E’)

Das lokale Lösungsverhalten (E’) von (E) lässt sich dazu verwenden, Aussagen
über die notwendigen Teiler von k zu erhalten sowie Einschränkungen über die
Teiler von x. Die Betrachtungen zerfallen in zwei Klassen: p ist regulär und p ist
irregulär.

Lemma 4.6.4 Seien x, k, p ∈ N, k ≥ 12 gerade und p prim. Ist (x, k) eine
Lösung von (E) und es gilt p− 1 - k und p - x, dann ist (x′, k′) eine Lösung von
(E’) (mod p) mit x ≡ x′ (p), 0 < x′ < p und k ≡ k′ (p− 1), 2 ≤ k′ ≤ p− 3.
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Beweis: Nach Lemma 2.4.6 folgt

Sk′(x
′) ≡ Sk(x) ≡ xk ≡ x′

k′
(mod p)

für x ≡ x′ (p), 0 < x′ < p und k ≡ k′ (p− 1), 2 ≤ k′ ≤ p− 3. �

Das vorige Lemma lässt sich für alle regulären Primzahlen anwenden, da dann
auf jeden Fall p - x für eine Lösung (x, k) von (E) gilt. Die lokalen Lösungen lie-
fern Kongruenz-Bedingungen für k. Falls keine lokalen Lösungen (x′, k′) (mod p)
existieren, dann folgt daraus p − 1 | k. Zur Berechnung muss überprüft werden,
ob für ein gerades k′ = 2, . . . , p − 3 eine Lösung von (E’) existiert. Für p = 5
und p = 7 existieren keine lokalen Lösungen. Die bisherigen Ergebnisse führen zu
folgender Definition.

Definition 4.6.5 Die Menge

Vp := {k′ ∈ {2, 4, . . . , p− 3} | p - x′, (x′, k′) ist Lösung von (E’) (mod p)}

beschreibe die Menge der k′, für die mindestens eine lokale Lösung (x′, k′) von
(E’) (mod p) existiert. Dann gilt für eine Lösung (x, k) von (E) mit p− 1 - k und
p - x

k ≡ k′ (mod p− 1) , k′ ∈ Vp .

Für den Fall p | x sei

Ṽp := {k′ | (p, k′) ∈ Ψ1}

definiert. Für reguläre p ist Ṽp leer. Dann gilt für p− 1 - k und p | x

k ≡ k′ (mod p− 1) , k′ ∈ Ṽp .

Tabelle 4.6.6 Lokale Lösungen

p Bedingungen p Bedingungen
5 V5 = ∅ 19 V19 = {2, 6, 8, 12, 14}
7 V7 = ∅ 23 V23 = {2, 6, 10, 12, 18, 20}

11 V11 = {4, 8} 29 V29 = {4, 6, 8, 12, 14, 18, 20, 22, 24}
13 V13 = {6} 31 V31 = {10, 12, 20, 26}
17 V17 = {8, 10, 14} 37 V37 = {2, 4, 8, 12, 14, 16, 18, 20, 24, 32, 34}

Ṽ37 = {32}

In [MtRU92] wurde ein Paar (k, p) als ein gutes Paar definiert, wenn für k keine
lokale Lösung (mod p) von (E’) existiert, z. B. sind (2, 5), (2, 7) und (4, 7) gute
Paare. Eine Tabelle von berechneten guten Paaren ist in [MtRU92] zufinden.

Die hier vorgestellten Methoden gehen in die entgegengesetzte Richtung. Es wer-
den die möglichen Lösungsmengen Vp bzw. Ṽp betrachtet. In Tabelle 4.6.6 finden
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sich Kongruenz-Bedingungen (mod p − 1) für k, falls p − 1 - k gilt. Es wird
in den folgenden Betrachtungen ein Algorithmus beschrieben, der sukzessive die
möglichen Lösungen eliminiert.

Die Berechnung von lokalen Lösungen ist denkbar einfach. Es muss für jedes
gerade k′ = 2, . . . , p− 3 nur eine Lösung

x′−1∑
ν=1

νk′ ≡ Sk′(x
′) ≡ x′

k′
(mod p)

mit 0 < x′ < p gefunden werden, falls überhaupt Lösungen existieren. Diese
Überprüfung kann sukzessive erfolgen. Geht man von einem x′ mit berechnetem
s ≡ Sk′(x

′) (p) aus, so muss t ≡ x′k
′
(p) für einen Vergleich s ≡ t (p) neu berech-

net werden. Bei Gleichheit ist eine Lösung gefunden und es kann abgebrochen
werden, sonst setze s ← s + t und x′ ← x′ + 1 und vergleiche erneut, solange
x′ < p ist. Man startet mit s = 1, x′ = 2 und t ≡ 2k′ (p).

Wie in [MtRU92] wird ein TeilerM von k bestimmt, so dass für jede Lösung (x, k)
von (E) die Bedingung M | k gilt. Zur Bestimmung von M werden sukzessive
weitere Teiler τν von M bestimmt, so dass man

Mν+1 =
τν

(Mν , τν)
Mν

mit einer Kette von Teilern

M0 |M1 |M2 | . . . |Mr |M |M∞

mit einem endlichen r und M = Mr erhält. Mit den Ergebnissen der vorigen Ab-
schnitte kann wegen 2 | k mit M0 = 2 begonnen werden. Der Teiler M wird durch
die folgenden Berechnungen bestimmt. Es zeigt sich, dass mit den vorgestellten
Methoden keine Aussage getroffen werden kann, ob M maximal ist. Vielmehr
zeigt sich, dass möglicherweise immer neue Primfaktoren von M gefunden wer-
den können. Daher wird der maximale Teiler durch M∞ bezeichnet.

Bisher hatten wir die Fälle p | x und p - x getrennt behandelt. Es zeigt sich, dass
beide Fälle gemeinsam behandelt werden können. Dazu werden die möglichen
Lösungsmengen Vp und Ṽp für eine lokale Lösung bzw. Kongruenz-Bedingung zu-
sammengeführt. Diese Vergrößerung der Lösungsmenge bewirkt keinen Nachteil.
Seien eine Lösung (x, k) von (E) und eine Primzahl p mit p−1 - k gegeben. Dann
gilt für ein k′

k ≡ k′ (mod p− 1) , k′ ∈ Vp ∪ Ṽp .

Zusätzlich gilt mit M | k

k′ ≡ 0 (mod g) , g = (M, p− 1) .



4 Vermutung von Erdős-Moser 119

Definition 4.6.7 Die Menge

Up(M) :=
{
k′ ∈ Vp ∪ Ṽp | k′ ≡ 0 (mod (M, p− 1))

}
beschreibe die Lösungsbedingungen für eine Lösung (x, k) von (E) bei gegebenen
M | k und p− 1 - k, so dass

k ≡ k′ (mod p− 1) , k′ ∈ Up(M)

gilt. Up(M) wird als Lösungsmenge bezeichnet. Sie ist unabhängig von einer
Lösung (x, k) definiert.

Lemma 4.6.8 Seien x, k, p ∈ N, k ≥ 12 gerade und p ≥ 5 prim. Ist (x, k) eine
Lösung von (E), dann gelten folgende Aussagen:

(1) Für Up(M) = ∅ folgt p− 1 | k.

(2) Sei g = ggT(Up(M)) der größte gemeinsame Teiler aller k′ ∈ Up(M), dann
gilt (g, p− 1) | k.

Beweis: Wenn schon p− 1 | k gilt, sind wir fertig. Annahme: p− 1 - k.

(1) Es müsste eine lokale Lösung existieren, Widerspruch zu Up(M) = ∅.

(2) Durch k ≡ k′ (p− 1) mit k′ ∈ Up(M) folgt k ≡ k′ ≡ 0 (mod (g, p− 1)).

�

Das vorige Lemma und Tabelle 4.6.6 liefern:

U5(M0) = U7(M0) = ∅ =⇒ 4 | k und 6 | k =⇒ M1 = 12 ,

U17(M1) = {8} =⇒ 8 | k =⇒ M2 = 24 .

Wie findet man nun beliebige weitere Teiler von M bzw. k? Die Suche wird im
folgenden auf Primteiler p von M reduziert. Sukzessive werden die Primteiler
p = 5, 7, 11, . . . , 997 überprüft, so dass durch

Mν+1 = pMν

das gesuchte M immer größer wird. Auf der anderen Seite reduzieren sich die
Lösungsmengen

Uq(Mν+1) ⊆ Uq(Mν) für Mν |Mν+1

für hinreichend große prime q bei allen weiteren Schritten. Nebenbei erhalten wir
durch Lemma 4.6.3, dass für alle irregulären Primzahlen p < 1000 mit p | M
dann auch p - x für jede Lösung (x, k) von (E) folgt.
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Satz 4.6.9 Seien x, k, p ∈ N, k ≥ 12 gerade und p ≥ 5 prim. Sei (x, k) eine
Lösung von (E). Sei

Lp(M) =
⋂
q∈P

q≡1 (p)

(
Uq(M) (mod 2p)

)
.

Es gelten die Aussagen:

(1) Für p - k gilt k ≡ k′ (2p) mit k′ ∈ Lp(M).

(2) Aus Lp(M) = ∅ folgt p | k.

Beweis: Zunächst wird p - k angenommen. Dann gilt für alle primen q mit
q ≡ 1 (p)

2p | q − 1 - k .

Dann gilt
k ≡ k′q (mod q − 1) , k′q ∈ Uq(M)

und
k ≡ k′q (mod 2p) , k′q ∈

(
Uq(M) (mod 2p)

)
.

Damit existiert ein k′ ∈ Lp(M) mit k ≡ k′ (2p). Dies zeigt (1), (2) folgt durch
Widerspruch. �

Bemerkung 4.6.10 Die Lösungsmengen Uq(M) werden deshalb (mod 2p) an-
statt (mod p) berechnet, da man dann weiterhin nur gerade k′ betrachten kann.
In [MtRU92] wurden p − 1 Bedingungen benötigt, um mit Hilfe der erwähnten
guten Paare die Nichtlösbarkeit zu zeigen, die dann p | k zur Folge hat. Der vo-
rige Satz benötigt aber nur die tatsächliche Anzahl von lokalen Lösungen bzw.
Kongruenz-Bedingungen, die Schritt für Schritt durch die Schnittmengen elimi-
niert werden. Die Beispielrechnung für p = 29 im Anhang C.2 zeigt, dass für die
erste Lösungsmenge #U59(M) = 12 gilt. D. h. im zweiten Schritt müssen nur 12
lokale Lösungen überprüft werden. Die Menge Lp(M) wird hier nur für Primteiler
p betrachtet, kann aber auf andere geeignete mögliche Teiler t von k mit Lt(M)
übertragen werden.

Die Berechnung von Lp(M) lässt sich optimieren, indem nur die nötigen Lösungen
überprüft werden. Zur Bestimmung von Uq(M) (mod 2p) werden maximal nur
p − 1 Elemente k′ν ∈ Uq(M) berechnet, so dass k′ν 6≡ k′µ (2p) für ν 6= µ gilt. Die
bisherigen Betrachtungen liefern den folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 4.6.11 Seien p und M vorgegeben, p prim mit p - M . Seien die
Primzahlen qν , ν = 1, . . . , r mit qν ≡ 1 (p) und hinreichend großem r mit

q1 < q2 < . . . < qr

gegeben. Sei S0 = {2, 4, . . . , 2p− 2}. Die betrachteten Restklassen (mod 2p) lie-
gen immer in {0, . . . , 2p− 1}. Setze P ← ∅. Schritte ν = 1, . . . , r:

• Schritt ν: Berechnung der Menge

Sν =
(
Uqν (M) (mod 2p)

)
∩ Sν−1 .

Setze T ← ∅. Überprüfe sukzessiv k′ = 2, 4, . . . , qν−3 mit den Bedingungen

(1) (M, qν − 1) | k′

(2) k′ (2p) ∈ Sν−1

(3) k′ (2p) /∈ T

auf eine lokale Lösung (x′, k′) von (E’) bzw. auf die Kongruenz-Bedingungen

durch Ṽqν . Ist eine lokale Lösung vorhanden bzw. gilt eine Kongruenz-
Bedingung, setze T ← T ∪ {k′ (2p)}.

• Dann gilt
Sν = T =

(
Uqν (M) (mod 2p)

)
∩ Sν−1 .

Im Fall Sν 6= Sν−1 ist qν eine notwendige Primzahl zur Reduzierung der
Lösungsmenge und setze P ← P ∪ {qν}. Im Fall Sν = ∅ gilt Sν+1 =
Sν+2 = . . . = Sr = ∅ und es kann abgebrochen werden. Ansonsten gehe
zum nächsten Schritt ν + 1, wenn ν < r ist.

Im Fall Sr = ∅ gilt p | k und es kann M ← pM gesetzt werden. Dann gibt
P die Menge der notwendigen Primzahlen an, die zur Überprüfung ausreichen.
Im Fall Sr 6= ∅ muss entweder r vergrößert werden oder es gilt möglicherweise
Lp(M) 6= ∅.

Bemerkung 4.6.12 Für die Berechnung wurde ein Programm in C++ geschrie-
ben, das wiederum das Paket apfloat [Tom01] und den Typ apint für beliebig
große Ganzzahlen verwendet. Eine eigene Klasse TNumSet wurde implemen-
tiert, die die effiziente Verwaltung von Mengen mittels dynamischer Arrays über-
nimmt. Bei der Implementation können Optimierungen vorgenommen werden:

(1) Die Menge S0 wird nicht benötigt, sondern es wird direkt S1 bestimmt.

(2) Man berechnet g = (M, qν − 1) und überprüft k′ = g, 2g, 3g, . . . mit

k′ < qν − 1.

Für die Mengen Ṽq wurden die Daten der irregulären Paare aus [BCE+01] her-
angezogen. Im Anhang C.2 ist eine Beispielrechnung für p = 29 aufgeführt.
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4.7 Ergebnisse

Die sukzessiven Berechnungen mit Algorithmus 4.6.11 und dem Startwert M2 =
24 liefern für die Primzahlen p = 5, 7, . . . , 997

M = 23

997∏
p=3

p ≈ 7, 8361 · 10415 .

Die notwendigen Primzahlen qν für die Berechnungen sind in Tabelle C.1.1 im
Anhang zu finden. Dabei sind aus Platzgründen nur die Primzahlen p mit 3 <
p < 300 und p = 983, 991, 997 angegeben. In [MtRU92] wurden für 3 < p < 200
die notwendigen Primzahlen berechnet. Die beiden Tabellen unterscheiden sich
aufgrund der unterschiedlichen Methoden bei einigen Primzahlen, z. B. bei p =
7, 31, 37, 59. Hier erfolgte die Wahl der möglichen qν sukzessiv nach Auftreten in
der Progression qν ≡ 1 (p).

Für jede Lösung (x, k) von (E) gilt

M | k und p - x

für alle regulären Primzahlen und alle irregulären Primzahlen p < 1000.

Die Methoden in [MtRU92] liefern wegen weniger berechneter Primfaktoren ein
kleineres M ≈ 3, 3729 ·1089. Dafür wurden aber auch Potenzen von Primfaktoren
betrachtet, die das erweiterte Ergebnis liefern, dass p - x für alle irregulären
Primzahlen p < 10000 gilt. Dies wird durch die Bedingung p − 1 | M erreicht.
Diese Bedingung liefert hier zusätzlich, dass ca. 23% der irregulären Primzahlen
im Bereich 1000 bis 1000000 x nicht teilen können, die größte ist p = 999961 mit
p− 1 = 23 · 3 · 5 · 13 · 641.

Bei den hier vorgestellten Methoden wurde nur die Bedingung p | k verwendet, da
Lemma 4.6.3 für p < 1000 dann p - x liefert. Die Bedingung aus Satz 4.6.2, dass

für ein irreguläres Paar zweiter Ordnung (p, s1, s2) ∈ Ψ̂2 die Gleichheit s1 = s2

für p | k gelten muss, ist bisher noch nicht beobachtet worden und scheint sehr
selten aufzutreten. Die verwendeten Methoden geben kein Kriterium an, wann
für die Lösungsmengen

Lp(M) 6= ∅

gilt. Die Existenz einer nicht leeren Lösungsmenge Lq(M) mit einem primen q - k,
q | p− 1 ist aber für einen Primteiler p von x zwingend erforderlich.

Es erscheint sehr unwahrscheinlich, dass es eine nicht triviale Lösung der Vermu-
tung von Erdős-Moser gibt. Die zahlreichen und verschiedenen Bedingungen an
eine Lösung (x, k) von (E) ergäben eine Monsterlösung mit vielen merkwürdigen
Eigenschaften.
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Bedingungen an eine Lösung (x, k) von (E):

• Es gilt M | k mit M = 23
∏997

p=3 p ≈ 7, 8361 · 10415.

• Für p | x gilt: p− 1 - M , p− 1 - k, p ist irregulär und p > 10000.

• Für p | x gilt: Lq(M) 6= ∅ mit q | p− 1, q - k.

• x2 | Bk/k und Satz 4.6.2 mit Bedingungen an irreguläre Paare höherer
Ordnungen.

• X = (4x4−5x2 +1)/12 ist quadratfrei und besteht aus mindestens 4990906
Primfaktoren. Für jeden Primteiler p | X gilt p− 1 | k.

• x > C mit C = 1, 485 · 109321155.

• k < Mk < x < 2k mit Mk = 1/(21/k − 1).

• x ∈ [Ck, Ck + 1] mit Ck = Mk + 1 = 1/(21/k − 1) + 1.

• Λk(x− 1, 1) + Λk(x+ 1, 2) + Λk(2x− 1, 2) + Λk(2x+ 1, 4) ≥ 4.

Kommen wir nun zur ursprünglichen Frage vom Anfang zurück. Für welche r
mit 1 ≤ r ≤ k gilt xr | Sk(x)? Bisher wurden nur die Bedingungen x3 | Sk(x)
und x2 | Bk/k berücksichtigt. Der Beweis von Lemma 4.6.1 zeigte schon, dass für
p | x und p ≥ 37 die Bernoulli-Zahlen Bk/k, Bk−2 bis Bk−10 p-ganz sind. Damit
erhalten wir Bedingungen für Kongruenzen (mod xr) für r = 4, 6, 8, 10

0 ≡ Bk

k
+

(
k − 1

1

)
Bk−2

x2

2 · 3
(mod x4) ,

. . .

0 ≡ Bk

k
+

(
k − 1

1

)
Bk−2

x2

2 · 3
+

8∑
ν=4
2|ν

(
k − 1

ν − 1

)
Bk−ν

xν

ν(ν + 1)
(mod x10)

die alle zusätzlich gelten müssen. Diese Kongruenzen lassen sich durch die obigen
Eigenschaften von x und k erweitern. Es zeigt sich, dass nicht nur Eigenschaften
von Bk/k eine Rolle spielen, sondern zusätzlich auch Bedingungen an benachbarte
Bernoulli-Zahlen Bk−ν .
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Schlussbemerkung

Die durch Ramanujan berühmt gewordene Taxi-Zahl 1729 ist nicht nur die klein-
ste Zahl, die durch zwei verschiedene Arten als Summe von 2 Kuben dargestellt
werden kann: 1729 = 13 + 123 = 93 + 103, sondern ist auch die dritt kleinste
Carmichael-Zahl nach 561 und 1105 mit der Faktorzerlegung 1729 = 7 · 13 · 19.

Zudem ist bei den Berechnungen mit den Summen Sk(x) folgende Beobachtung
gemacht worden:

1729 =
S4(14)− 2S4(7)

S1(14)− 2S1(7)

bzw.

1729 =
−14 − 24 − 34 − 44 − 54 − 64 + 74 + 84 + 94 + 104 + 114 + 124 + 134

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13
.
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A Berechnung von irregulären Paaren höherer

Ordnungen

Im Abschnitt 2.5 wurden Methoden zur Bestimmung von irregulären Paaren
höherer Ordnungen beschrieben. Ausgehend von einer Ordnung n ∈ N gelangt
man zu n+ 1, 2n oder rn mit r > 1.

Zur Vereinfachung werden die folgenden Abkürzungen verwendet:

• M1 = Methode 1 mit Satz 2.5.9: n 7→ n+ 1.

• M2 = Methode 2 mit Satz 2.5.11: n 7→ 2n.

• M3 = Methode 3 mit Satz 2.5.12: n 7→ rn.

• M4 = Methode 4 mit Satz 2.5.24: n 7→ rn.

Seien p, l, n ∈ N gegeben. Dabei sei (p, l) ∈ Ψn ein irreguläres Paar der Ordnung
n. Weiterhin sei

αj = α(p, l, n, j) := p−n Bl+j ϕ(pn)

l + j ϕ(pn)

mit ∆αj
= αj+1 − αj definiert. Der Index bezeichne den Index l + j ϕ(pn) der

zu berechnenden Bernoulli-Zahl. Seien ∆ = ∆α0 (mod p) mit 0 ≤ ∆ < p und
s = −α0∆

−1
α0

. Weiterhin sei ∆(p,l) nach Definition 2.5.13 gegeben.

Dann existieren nach Satz 2.5.15 für ∆(p,l) 6= 0 jeweils genau ein irreguläres Paar
der höheren Ordnungen mit ∆(p,l) = ∆. Mit M1 kann ein irreguläres Paar der Ord-
nung n+1 berechnet werden, im Falle l > n mit M2 die Ordnungen n+1, . . . , 2n.
Zur Anwendung von M3 muss l > (r−1)n gelten und die Folge ∆αj

(mod p(r−1)n)
für ein r > 1 äquidistant sein. Ansonsten kann durch sukzessives Anwenden von

αν+r ≡ (−1)r

r−1∑
ν=0

(
r

ν

)
(−1)ναν+j (mod pk)

mit k ≤ (r − 1)n ein irreguläres Paar der Ordnung n + k gefunden werden. M4
bzw. M4’ mit Indexverschiebung kürzt dies durch schrittweise Berechnung der
Folgen ab.

Die Berechnungen zeigen, dass wie erwartet jeweils ∆(p,l) = ∆ 6= 0 gilt und es
jeweils genau ein irreguläres Paar der berechneten höheren Ordnungen gibt. In
den Tabellen werden die Werte αj als Bruch und als resultierende Zahl (mod pm)
mit geeignetem m angegeben.

Für p = 37 wurden mehrere Varianten der Methoden verwendet und die Ergeb-
nisse gegeneinander abgesichert. Für die weiteren Berechnungen wurde nur mehr
M4 bzw. M4’ benutzt.
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A.1 Fall p = 37

1) Berechnung für n = 1, p = 37, l = 32 mit (p, l) ∈ Ψ1.

j Index αj (mod p3) ≡ (p3) ∆αj
(p3) ∆αj

(p2)

0 32 3941/2720 42144 45827 650
1 68 2587/15 37318 49934 650
2 104 3821/1272 36599 30768 650
3 140 6497/7198 16714 ∆(p,l) = 21

Anwendung von M3: Mit r = 3 und (r − 1)n = 2 folgt s ≡ 1043 (mod p2) und
l3 = 32 + s ϕ(p) = 37580.

Es folgt (37, 37580) ∈ Ψ3 und (37, 284) ∈ Ψ2 bzw. (37, 32, 7, 28) ∈ Ψ̂3.

2) Berechnung für n = 3, p = 37, l = 37580 mit (p, l) ∈ Ψ3.

j Index αj (mod p3) ≡ (p3) ∆αj
(p3)

0 37580 11241/22913 24645 45827
1 86864 49609/46188 19819 45827
2 136148 5261/24 14993 ∆(p,l) = 21

Anwendung von M2: s ≡ 6607 (mod p3) und l6 = 37580 + s ϕ(p3) = 325656968.

Es folgt (37, 325656968) ∈ Ψ6, (37, 55777784) ∈ Ψ5 und (37, 1072544) ∈ Ψ4.

Insgesamt folgt (37, 32, 7, 28, 21, 30, 4) ∈ Ψ̂6.

3) Berechnung für n = 3, p = 37, l = 37580 mit (p, l) ∈ Ψ3.

j Index αj (mod p9) ≡ (mod p9)

0 37580 3791602112159/3307480 45520991695194
1 86864 1046892158059/484258896735 47985230204445
2 136148 13280633201029/15 70198303437443
3 185432 8822143378793/98280020 73479320052104

Anwendung von M4 mit r = 4 und (r − 1)n = 9 liefert die Folge 21, 30, 4, . . . , 27

und damit (37, 32, 7, 28, 21, 30, 4, 17, 26, 13, 32, 35, 27) ∈ Ψ̂12.
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4) Berechnung für n = 2, p = 37, l = 284 mit (p, l) ∈ Ψ2.

Anwendung von M4’ mit r = 51 und (r − 1)n = 100. Bestimmung der Folgen-
glieder αj (mod p100) für Indices 284, 1616, . . . , 66884 durch

calcbn -z -N -R 37 2 -M 37 100 -i 284 66884

und Überprüfung mit M4’ mit n = 1, r = 101, Indexverschiebung t = 2,
l = 32 + tϕ(p) = 104 durch

calcbn -z -N -R 37 1 -M 37 100 -i 104 3704 .

Die bis zu 200-stelligen Zahlen können hier nicht aufgelistet werden. Die Berech-
nungen liefern ein Element (p, s1, . . . , s100) ∈ Ψ̂100:

sν 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 37 32 7 28 21 30 4 17 26 13 32

10 35 27 36 32 10 21 9 11 0 1
20 13 6 8 10 11 10 11 32 13 30
30 10 6 8 2 12 1 8 2 5 3
40 10 19 8 4 7 19 27 33 29 29
50 11 2 23 8 34 5 8 35 35 13
60 31 29 6 7 22 13 29 7 15 22
70 20 19 29 2 14 2 2 31 11 4
80 0 27 8 10 23 17 35 15 32 22
90 14 7 18 8 3 27 35 33 31 6

A.2 Fälle p = 59 und p = 67

Berechnung mit n = 1, p = 59, r = 101, (r−1)n = 100, Indexverschiebung t = 1,
l = 44 + tϕ(p) = 102 durch

calcbn -z -N -R 59 1 -M 59 100 -i 102 5902 .

Anwendung von M4’ liefert ein Element (p, s1, . . . , s100) ∈ Ψ̂100:

sν 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 59 44 15 25 40 36 18 11 17 28 58

10 9 51 13 25 41 44 17 43 35 21
20 10 21 38 9 12 40 43 45 30 41
30 0 3 25 34 49 45 9 19 48 57
40 11 13 29 28 44 41 37 33 29 43
50 8 57 12 48 15 15 53 57 16 51
60 16 54 30 9 26 8 49 22 58 11
70 42 28 36 33 45 24 32 18 12 29
80 45 40 27 19 40 41 11 42 49 35
90 41 57 54 33 0 34 34 49 6 31
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Fall p = 67

Berechnung mit n = 1, p = 67, r = 101, (r−1)n = 100, Indexverschiebung t = 1,
l = 58 + tϕ(p) = 124 durch

calcbn -z -N -R 67 1 -M 67 100 -i 124 6724 .

Anwendung von M4’ liefert ein Element (p, s1, . . . , s100) ∈ Ψ̂100:

sν 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 67 58 49 34 42 42 39 3 62 57 19

10 62 10 36 14 53 57 16 60 22 41
20 21 25 0 56 21 24 52 33 28 51
30 34 60 8 47 39 42 33 14 66 50
40 48 45 28 61 50 27 8 30 59 32
50 15 3 1 54 12 30 20 14 12 10
60 49 33 49 54 13 26 42 8 58 12
70 63 19 16 48 15 2 13 1 23 2
80 44 64 25 40 0 16 58 44 31 62
90 47 61 46 9 2 50 1 62 34 31

A.3 Ergebnisse für p < 1000

In der folgenden Tabelle sind die berechneten irregulären Paare der Ordnung 10
aufgeführt.

Tabelle A.3.1 Irreguläre Paare der Ordnung 10 für Primzahlen unter 1000

(p, l) ∆(p,l) s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10

(37,32) 21 32 7 28 21 30 4 17 26 13 32
(59,44) 26 44 15 25 40 36 18 11 17 28 58
(67,58) 21 58 49 34 42 42 39 3 62 57 19
(101,68) 42 68 57 57 45 60 16 10 47 53 88
(103,24) 54 24 2 87 55 47 3 72 4 45 52
(131,22) 25 22 93 26 43 74 109 80 5 55 14
(149,130) 79 130 74 68 10 94 16 122 70 110 10
(157,62) 48 62 40 145 67 29 69 0 87 89 21
(157,110) 51 110 73 3 58 9 114 118 21 1 11
(233,84) 132 84 173 164 135 146 127 10 36 108 230
(257,164) 188 164 135 174 30 203 161 193 142 68 126
(263,100) 87 100 198 139 151 106 202 99 202 251 163
(271,84) 179 84 5 14 239 8 233 43 28 57 170
(283,20) 15 20 265 115 171 137 251 118 132 246 265
(293,156) 93 156 230 75 289 47 247 98 100 141 27
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(p, l) ∆(p,l) s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10

(307,88) 205 88 70 234 51 173 104 140 140 107 201
(311,292) 277 292 204 183 9 260 183 214 254 2 151
(347,280) 106 280 113 250 150 307 264 145 177 101 156
(353,186) 301 186 190 147 13 34 171 106 304 190 102
(353,300) 161 300 181 300 314 327 67 26 113 18 336
(379,100) 276 100 242 277 88 236 225 22 221 54 26
(379,174) 82 174 364 216 20 128 277 134 257 164 31
(389,200) 48 200 354 33 371 189 29 219 44 11 319
(401,382) 376 382 263 126 213 197 170 320 107 297 331
(409,126) 180 126 389 343 247 322 24 187 75 91 179
(421,240) 396 240 351 141 36 169 124 164 342 365 156
(433,366) 284 366 406 342 372 234 21 328 346 279 155
(461,196) 281 196 423 121 233 61 353 421 414 350 92
(463,130) 78 130 376 404 124 420 63 438 185 124 18
(467,94) 118 94 219 393 264 70 75 254 361 332 157
(467,194) 269 194 283 329 154 419 170 152 78 304 326
(491,292) 456 292 218 299 225 362 461 37 65 203 228
(491,336) 103 336 260 15 41 381 66 376 391 209 305
(491,338) 475 338 59 160 106 105 33 346 158 314 233
(523,400) 497 400 36 230 180 431 235 114 104 152 399
(541,86) 211 86 436 29 482 424 74 212 259 419 287
(547,270) 348 270 458 536 35 521 413 88 545 44 537
(547,486) 139 486 100 4 33 153 282 467 233 482 17
(557,222) 153 222 549 505 399 472 49 20 81 279 513
(577,52) 452 52 309 416 274 56 20 476 164 309 19
(587,90) 286 90 109 344 244 53 93 454 292 291 547
(587,92) 319 92 213 332 470 36 479 508 134 323 275
(593,22) 331 22 188 388 541 576 371 26 586 40 514
(607,592) 435 592 369 428 162 503 358 484 411 67 267
(613,522) 57 522 549 451 318 312 243 38 265 552 215
(617,20) 289 20 384 107 161 281 358 64 604 336 326
(617,174) 317 174 546 83 114 484 121 229 335 597 570
(617,338) 312 338 419 570 496 63 247 46 604 464 134
(619,428) 121 428 457 363 526 36 179 79 170 485 47
(631,80) 139 80 146 468 175 34 249 169 26 498 528
(631,226) 221 226 338 510 318 581 572 363 422 111 405
(647,236) 318 236 480 525 205 103 205 620 394 553 25
(647,242) 94 242 487 519 49 109 373 451 586 250 57
(647,554) 209 554 558 568 174 579 545 5 377 242 81
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(p, l) ∆(p,l) s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10

(653,48) 363 48 154 558 439 300 59 541 242 205 47
(659,224) 200 224 140 131 396 158 367 79 256 620 615
(673,408) 325 408 26 64 257 158 213 430 659 144 600
(673,502) 585 502 293 198 436 506 441 27 89 416 407
(677,628) 440 628 504 457 324 461 88 532 653 89 244
(683,32) 477 32 266 20 625 119 190 13 190 222 214
(691,12) 611 12 496 104 197 607 590 303 96 461 152
(691,200) 592 200 496 333 578 93 160 436 611 215 278
(727,378) 398 378 683 722 169 391 150 694 210 228 130
(751,290) 164 290 481 37 181 27 31 71 8 36 164
(757,514) 554 514 364 164 375 7 720 750 273 592 643
(761,260) 462 260 729 680 274 188 464 183 283 52 235
(773,732) 517 732 147 306 278 370 412 89 340 637 223
(797,220) 375 220 369 279 501 300 168 530 534 747 268
(809,330) 88 330 52 743 100 336 157 759 348 43 736
(809,628) 18 628 773 629 623 160 494 339 244 463 274
(811,544) 381 544 424 100 346 749 624 220 410 313 62
(821,744) 704 744 621 319 498 427 50 21 237 305 809
(827,102) 105 102 164 443 469 568 671 183 372 512 464
(839,66) 269 66 135 305 36 40 659 431 326 591 293
(877,868) 480 868 554 279 714 821 520 76 565 104 22
(881,162) 789 162 372 330 89 244 27 229 418 438 89
(887,418) 611 418 76 698 835 872 130 319 217 439 573
(929,520) 607 520 433 27 711 366 902 838 7 351 805
(929,820) 706 820 749 156 59 913 480 432 114 129 491
(953,156) 24 156 720 516 620 229 251 77 805 689 477
(971,166) 715 166 538 594 897 509 355 749 180 174 96
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B C++ Quelltext des Programms calcbn

Das Programmpaket apfloat [Tom01] muss für die entsprechende Zielplattform
installiert sein. Zum Compilieren wird ein C++ Compiler (32Bit) mit der Stan-
dard C++ Library STL benötigt. Die apfloat–Library und die entsprechenden
Include–Dateien müssen eingebunden werden.

Die Kommandozeilen-Parameter von calcbn:

Usage: calcbn [-opt] start [end] [step]

default: print factors, ’.’ for incomplete factorization
-p prime: factorization up to prime (default = 499979)
-t: report time for calculation
-z: calculate Bn/n
-Z: splitted numerator of n and Bn/n

-s: signed number (default)
-u: unsigned number
-n: print numerator
-N: print numerator/denominator

-d num: divide by num
-D num pow: divide by num^pow
-m num: mod num
-M num pow: mod num^pow
-i calculate inverse modulo
-r prime pow: step = phi(prime^pow)
-R prime pow: -r prime pow and -D prime pow

-m0: method with summation
-m1: method with Euler factors (default)

start: even start index
end: even end index (default = start)
step: even step (default = 2)

Es werden nicht alle Kombinationen der Parameter miteinander auf Sinn geprüft
und nicht alle möglichen Fehler abgefangen, da dies das Programm unnötig auf-
blähen würde. Wird der Parameter -d bzw. -D verwendet, aber das Ergebnis ist
nicht durch die angegebene Zahl teilbar, wird zusätzlich ?d ausgegeben. Der ma-
ximal erlaubte Index liegt bei N = 1 000 000, der maximal erlaubte Bereich der
Primzahlen zur Faktorisierung liegt bei [5, N ], wobei zu beachten ist, dass N + 1
keine Primzahl ist.

Die Primzahlen 2, 3, . . . , 1 000 003 liegen in einem statischen Array vor. Das Paket
apfloat liefert ein Programm mit, das dieses Array als Quelltext generiert, der
dann als C++ Modul eingebunden werden kann.
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// Programm calcbn
//
// Berechnung von Bernoulli-Zahlen

#include <string.h>
#include <math.h>
#include <strstream.h>
#include <iostream.h>

#include "ap.h"
#include "apint.h"

//---------------------------------------------------------------------------

const int DEFAULT_PRIME = 499979;
const int MAX_PRIME_RANGE = 1000000;
const int MAX_N = 1000000;

const double MM_LN6 = 1.79175946922805500081247735838;
const double MM_LN2PI = 1.83787706640934548356065947281;

int primetable[] = { 2, 3, 5, ..., 999983, 1000003 };

//---------------------------------------------------------------------------

// Parameter: n, p
// Vorbedingungen: n <= MAX_N
// Rückgabe: ord_p(n!)
int pfac( int n, int p )
{
int s = 0, pp = p, np;

if ( p > 1000 )
return n / p;

if ( p > 100 )
return n / p + n / (p*p);

while ( (np=n/pp) > 0 )
s += np, pp *= p;

return s;
}

// Parameter: n
// Vorbedingungen: n <= MAX_N, n gerade
// Rüchgabe: n! ohne 2er Potenzen
apint fac2( int n )
{
apint f = 1;
int v = 1, p, n2 = n/2;
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while ( (p=primetable[v++]) <= n2 )
f *= pow( (apint) p, pfac( n, p ) );

while ( p <= n )
f *= p, p = primetable[v++];

return f;
}

// Parameter: a, p
// Rüchgabe: a (mod p), 0 <= a < p
apint Mod( apint a, apint p )
{
a %= p;
if ( a < 0 )
a += p;

return a;
}

// Parameter: a, p
// Rüchgabe: Inverses: x=a^(-1) (mod p), 0 <= x < p, wenn nicht existent: 0
apint Inv( apint a, apint p )
{
apint m=p, f0=0, f=1, q, t;

while( a > 1 )
{
t = m%a; q = m/a; m = a; a = t;
t = f; f = f0 - q*f; f0 = t;

}

return a == (apint) 0 ? (apint) 0 : Mod( f, p );
}

//---------------------------------------------------------------------------

// Parameter: n
// Vorbedingungen: 2 <= n <= MAX_N, n gerade
// Rüchgabe: Dn, Tn, log Tn
void CalcDnTn( int n, apint &Dn, apint &Tn, double &tlog )
{
int v = 2, p, n2 = n+2;

Tn = 6; tlog = MM_LN6; Dn = n;
while ( Dn%2 == 0 ) Dn /= 2;
while ( Dn%3 == 0 ) Dn /= 3;
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while ( (p=primetable[v++]) < n2 )
{
if ( n % (p-1) == 0 )
{
Tn *= p; tlog += log(p);
while ( Dn >= p && Dn % p == 0 )
Dn /= p;

}
}

}

// Parameter: n, An’, Tn, Dn, d
// Vorbedingungen: n > 0 gerade, d > 0, |An-An’| <= d, An’ <= An
// Rüchgabe: An
void CorrAn( int n, apint &An, apint Tn, apint Dn, int d )
{
apint m, m2, c, a;

if ( Dn > d )
m = Dn, c = 0;

else
{
c = 1; m = d+1; m2 = m*m;
for ( int i=2; i < m; i++ )
c += powmod( i, n, m2 );

c *= Tn; c /= m;
if ( n%4 == 0 )
c = -c;

}

a = Mod( An - c, m );
if ( a > 0 )
An += m - a;

}

// Parameter: n, meth
// Vorbedingungen: n <= MAX_N, meth = 0, 1
// Rüchgabe: An, Tn, Dn
void CalcBn( int meth, int n, apint &An, apint &Tn, apint &Dn )
{
int N, prec, prec2, n2part, d;
double t1, t2, tlog, nlog, Nlog;

An = Tn = Dn = 1;
if ( n < 2 || n%2 != 0 )
return;

// Berechnung Tn, Dn
CalcDnTn( n, Dn, Tn, tlog );
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if ( n < 10 )
return;

// Berechnung N, Anzahl der Stellen
nlog = log(n);
t1 = M_LN2 + tlog + ( 0.5 + n ) * nlog - n + 1.0 / ( 12.0 * n );
t2 = ( 0.5 - n ) * MM_LN2PI;
Nlog = ( t1 + t2 - log( n-1 ) ) / (n-1);

N = 1 + (int) exp( Nlog );
prec = 4 + (int) ( (t1 + t2 + Nlog) / M_LN10 );
prec2 = 4 + (int) ( (t1 + nlog) / M_LN10 );

// Berechnung Tau
n2part = n - pfac( n, 2 ) - 1;
apfloat Tau = apfloat( prec2 );

Tau = (apfloat) fac2( n );
if ( n2part > 0 )
Tau /= pow( (apint) 2, n2part );

apfloat pp = pi( prec2 );
pp = pow( pp, n );

Tau /= pp; Tau *= Tn;
Tau.prec( prec );

// Berechnung Summe direkt oder durch Euler-Faktoren
if ( meth == 0 )
{
apfloat s = apfloat( 0.0, prec );
apfloat s1 = apfloat( 1.0, prec );

for ( int v=2; v <= N; v++ )
s += s1 / pow( (apint) v, n );

s *= Tau; s += Tau;
An = ceil( s );
d = 1;

}
else
{
int p, v;

An = floor(Tau);
for ( v=0, d=1; (p = primetable[v]) <= N; v++, d++ )
{
apint pn = pow( (apint) p, n ) - 1; // schnellste Variante mit
An += An / pn; // apint in der for-Schleife !

}
}
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// Erweiterung +4 zur Überprüfung
d += 4;

// Korrektur
CorrAn( n, An, Tn, Dn, d );

}

//---------------------------------------------------------------------------

// Parameter: m, maxprime
// Vorbedingungen: maxprime <= MAX_PRIME_RANGE
// Rüchgabe: keine
void PrintFactor( apint m, int maxprime )
{
int p, k, v=0;
apint p2 = maxprime; p2 *= p2;

if ( m == 1 )
{ cout << "1 "; return; }

while ( (p=primetable[v++]) <= maxprime && m > 1 )
{
for ( k = 0; m % p == 0; k++ )
m /= p;

if ( k > 1 )
cout << p << "^" << k << " ";

else if ( k == 1 )
cout << p << " ";

}

// Rest eine Primzahl < maxprime^2
if ( m > 1 && p2 > m )
{ cout << m << " "; m = 1; }

// Bei unkompletter Faktorisierung "." ausgeben
if ( m > 1 )
cout << ". ";

}

//---------------------------------------------------------------------------

void Usage()
{
cerr << "Usage: calcbn [-opt] start [end] [step]" << endl;
cerr << " default: print factors, ’.’ for incomplete factorization" << endl;
cerr << " -p prime: factorization up to prime (default = "

<< DEFAULT_PRIME << ")" << endl;
cerr << " -t: report time for calculation" << endl;
cerr << " -z: calculate Bn/n" << endl;
cerr << " -Z: splitted numerator of n and Bn/n" << endl << endl;



B C++ Quelltext des Programms calcbn 137

cerr << " -s: signed number (default)" << endl;
cerr << " -u: unsigned number" << endl;
cerr << " -n: print numerator" << endl;
cerr << " -N: print numerator/denominator" << endl << endl;
cerr << " -d num: divide by num" << endl;
cerr << " -D num pow: divide by num^pow" << endl;
cerr << " -m num: mod num" << endl;
cerr << " -M num pow: mod num^pow" << endl;
cerr << " -i calculate inverse modulo" << endl;
cerr << " -r prime pow: step = phi(prime^pow)" << endl;
cerr << " -R prime pow: -r prime pow and -D prime pow" << endl << endl;
cerr << " -m0: method with summation" << endl;
cerr << " -m1: method with Euler factors (default)" << endl << endl;
cerr << " start: even start index" << endl;
cerr << " end: even end index (default = start)" << endl;
cerr << " step: even step (default = 2)" << endl;

}

//---------------------------------------------------------------------------

enum TCmds { Cmd_num, Cmd_0, Cmd_1, Cmd_t, Cmd_s, Cmd_u, Cmd_z, Cmd_Z,
Cmd_n, Cmd_N, Cmd_p, Cmd_d, Cmd_D, Cmd_m, Cmd_M, Cmd_r, Cmd_R, Cmd_i };

struct TOpts
{
TCmds Cmd; // Kommando
char* sOpt; // Options-String
int args; // Anzahl folgender Argumente

};

TOpts arOpts[] =
{ { Cmd_t, "-t", 0 }, { Cmd_p, "-p", 1 }, { Cmd_s, "-s", 0 },
{ Cmd_u, "-u", 0 }, { Cmd_z, "-z", 0 }, { Cmd_Z, "-Z", 0 },
{ Cmd_n, "-n", 0 }, { Cmd_N, "-N", 0 }, { Cmd_d, "-d", 1 },
{ Cmd_D, "-D", 2 }, { Cmd_m, "-m", 1 }, { Cmd_M, "-M", 2 },
{ Cmd_r, "-r", 2 }, { Cmd_R, "-R", 2 }, { Cmd_i, "-i", 0 },
{ Cmd_0, "-m0", 0 }, { Cmd_1, "-m1", 0 }, { Cmd_num, NULL, 1 } };

int main( int argc, char* argv[] )
{
bool istime = false, isnum = false, issign = true, isdivn = false;
bool ispartn = false, isfrac = false, isdivp = false, ismod = false;
bool isinv = false;
int pmod1, pmod2 = 1, pmax = DEFAULT_PRIME;
apint pmod = 1, pdiv = 1;
int meth = 1, start, end, step = 2;

if (argc < 2)
{ Usage(); return 2; }
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// Argumente parsen
int n = 0, m = 0, err = 0;
while ( err == 0 && ++n < argc )
{
TOpts* pOpt;
char* str = argv[n];
int val[2];

for ( pOpt = arOpts; pOpt->Cmd != Cmd_num; pOpt++ )
if ( ! strcmp( str, pOpt->sOpt ) )
break;

if ( pOpt->Cmd == Cmd_num )
{
if ( m >= 3 ) // m=1,2,3: start,end,step
{ err = 1; break; }

m++; n--; // parse Argument
}
else if ( m > 0 )
{ err = 1; break; } // Option nach start nicht erlaubt

for ( int i=0; i < pOpt->args; i++ )
{
if ( ++n >= argc )
{ err = 3; break; }

istrstream s( argv[n] );
if ( !(s >> val[i]) || val[i] < 1 )
{ err = i+1; break; }

}

if ( err > 0 )
break;

switch ( pOpt->Cmd )
{
case Cmd_0: meth = 0; continue;
case Cmd_1: meth = 1; continue;
case Cmd_t: istime = true; continue;
case Cmd_s: issign = true; continue;
case Cmd_u: issign = false; continue;
case Cmd_z: isdivn = true; continue;
case Cmd_Z: isdivn = ispartn = true; continue;
case Cmd_n: isnum = true; continue;
case Cmd_N: isnum = isfrac = true; continue;
case Cmd_i: isinv = isnum = isfrac = true; continue;
case Cmd_p:
if ( val[0] < 5 || val[0] > MAX_PRIME_RANGE )
{ err = 1; break; }

pmax = val[0];
continue;
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case Cmd_m:
if ( val[0] < 2 )
{ err = 2; break; }

isnum = ismod = true; pmod = pmod1 = val[0]; continue;
case Cmd_M:
if ( val[0] < 2 )
{ err = 2; break; }

isnum = ismod = true; pmod1 = val[0]; pmod2 = val[1];
pmod = pow( (apint) val[0], val[1] ); continue;

case Cmd_r:
case Cmd_R:
if ( val[0] < 2 )
{ err = 2; break; }

step = ( val[0]-1) * (int) pow( (double) val[0], (double) val[1]-1 );
if ( pOpt->Cmd == Cmd_r )
continue; // else fall thru

case Cmd_D:
isnum = isdivp = true; pdiv = pow( (apint) val[0], val[1] ); continue;

case Cmd_d:
isnum = isdivp = true; pdiv = val[0]; continue;

case Cmd_num:
if ( val[0] % 2 != 0 || val[0] < 2 || val[0] > MAX_N )
{ err = 1; break; }

switch ( m )
{
case 1: start = end = val[0]; break;
case 2:
end = val[0];
if ( end < start )
err = 1;

break;
case 3: step = val[0]; break;

}
continue;

} // switch
} // while

if ( err == 0 && m == 0 )
err = 3;

switch ( err )
{
case 1:
cerr << "Invalid argument: " << argv[n] << endl;
return 1;

case 2:
cerr << "Invalid arguments: " << argv[n-1] << " " << argv[n] << endl;
return 1;

case 3:
cerr << "Argument expected" << endl;
return 1;

}
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// Berechnungen
time_t t, t0 = time(NULL);
apint An, Tn, Dn;
for ( int iNum = start; iNum <= end; iNum += step )
{
t = time(NULL);
cout << iNum << ": ";
CalcBn( meth, iNum, An, Tn, Dn );

// Bn/n ?
if ( isdivn )
An /= Dn, Tn *= iNum/Dn;

if ( isnum )
{
// Vorzeichen ?
if ( issign && iNum%4 == 0 )
An = -An;

// Div ?
if ( isdivp )
{
if ( An % pdiv == 0 )
An /= pdiv;

else
cout << "?d ";

}

// Mod ?
if ( ismod )
{
An = Mod( An, pmod );
if ( isfrac )
{
Tn = Mod( Tn, pmod );
apint g = gcd( An, Tn );
An /= g; Tn /= g;

}

// Inverses ?
if ( isinv )
{
An *= Inv( Tn, pmod );
An %= pmod;
isfrac = false;

}
}

cout << An;
if ( isfrac )
cout << "/" << Tn;
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if ( ismod )
{
cout << " (mod " << pmod1;
if ( pmod2 > 1 )
cout << "^" << pmod2;

cout << ")";
}

}
else
{
if ( ispartn )
{
PrintFactor( Dn, pmax );
cout << "* ";

}
PrintFactor( An, pmax );

}

if ( istime )
cout << " [" << difftime(time(NULL),t) << "]";

cout << endl;
} // for

if ( istime )
cout << "time: " << difftime(time(NULL),t0) << " s" << endl;

return 0;
}
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C Berechnungen für die Vermutung von Erdős-

Moser

C.1 Notwendige Teiler von k

Tabelle C.1.1 Teiler p von k. Liste der Primzahlen qν mit ν = 1, . . . , nnotw,
die zur Überprüfung notwendig sind. nges gibt die Gesamtanzahl der überprüften
Primzahlen q ≡ 1 (p) an. Irreguläre Primzahlen sind mit einem Stern∗ gekenn-
zeichnet. Aufgeführter Bereich 3 < p < 300 und p = 983, 991, 997.

p nges nnotw qν

5 2 2 11, 31
7 12 5 29, 43, 113, 281, 421∗

11 10 3 23, 67∗, 617∗

13 11 5 53, 79, 157∗, 313, 859
17 23 6 103∗, 137, 239, 409∗, 443, 2381∗

19 7 6 191, 229, 419, 457, 647∗, 761∗

23 6 5 47, 139, 277, 461∗, 691∗

29 6 4 59∗, 233∗, 349, 1103
31 10 6 311∗, 373, 1117∗, 1303, 1427, 2357∗

37 9 7 149∗, 223, 593∗, 1259, 1481, 2221, 2591∗

41 8 6 83, 821∗, 1231, 1559∗, 2297, 2543∗

43 13 8 173, 431, 947, 1033, 1291∗, 1721∗, 1979∗, 3613∗

47 15 7 283∗, 659∗, 941, 1129∗, 1223, 1787∗, 4889∗

53 12 9 107, 743, 1061∗, 2333, 2969, 3181∗, 3499, 3923, 5407
59 14 7 709, 827∗, 1063, 1889∗, 2243, 3541, 4957∗

61 15 12 367, 733, 977, 1709, 1831∗, 2441∗, 3539∗, 4027∗, 4271, 4637∗, 5003,
6833∗

67 15 10 269, 1609∗, 1877∗, 2011, 3083∗, 3217, 4423, 4691∗, 5897∗, 7103
71 15 8 569, 853, 1279∗, 1847∗, 2131, 2699, 4261∗, 8521
73 13 10 293∗, 439, 877∗, 1607, 1753∗, 3067, 3359, 3797∗, 6133, 6571∗

79 16 8 317, 1423, 2213∗, 2371∗, 2687, 3319, 4583, 9007
83 19 10 167, 499, 997, 1163, 4649, 5147, 5479∗, 6143, 9463∗, 12119∗

89 21 9 179, 1069, 2137∗, 2671∗, 3739, 3917∗, 4273, 9257, 15131∗

97 31 14 389∗, 971∗, 1553, 1747, 3299, 3881∗, 4463, 4657∗, 5821∗, 6791, 8537∗,
11447, 21341, 25609

101 20 10 607∗, 809∗, 1213, 3637∗, 4243∗, 6263∗, 6869, 7879, 9293, 15959∗

103 12 8 619∗, 1031, 1237∗, 2267∗, 2473, 4327, 7211∗, 8447∗

107 30 10 643, 857, 1499∗, 2141, 6421∗, 7919∗, 9203, 14767∗, 20117, 30389∗

109 20 11 1091∗, 2399, 2617, 3271, 5233, 5669∗, 6323, 9157, 10247∗, 14389,
23327∗

113 12 9 227, 1583, 2713, 2939∗, 3391∗, 3617∗, 4973∗, 6329∗, 8363
127 27 14 509, 2287, 3049∗, 3557, 5081∗, 5843, 7621, 9907∗, 11177, 11939∗,

13463∗, 19559, 26417, 28703
131 14 9 263∗, 787, 1049, 2621∗, 3407∗, 3931, 5503, 8123∗, 14411∗
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p nges nnotw qν

137 21 11 823, 1097, 2467, 2741, 4111, 4933, 6029, 6577∗, 7673, 8221∗, 22469∗

139 21 13 557∗, 1669∗, 2503∗, 5839∗, 6673, 7229∗, 10009∗, 11399∗, 11677∗,
19183∗, 19739∗, 21407, 30859∗

149 17 13 1193∗, 1789∗, 2087∗, 2683, 7451, 8941, 9239, 10133∗, 10729∗,
11027∗, 12517∗, 16987∗, 17881

151 15 12 907, 1511, 2417, 2719, 3323∗, 4229, 6343∗, 6947, 7853∗, 9967,
11779∗, 16007∗

157 18 14 1571, 3769, 4397, 5653, 7537∗, 9421, 11933∗, 14759∗, 15073, 19469,
20411∗, 24179, 27947∗, 33599∗

163 31 13 653∗, 2609, 5869, 6521∗, 7499∗, 9781, 11411∗, 13693∗, 18257∗,
18583∗, 21191, 30319, 46619

167 16 11 2339, 5011, 7349, 8017, 14029, 18371, 19373∗, 26053, 26387∗,
28057, 31063∗

173 17 9 347∗, 1039, 2423∗, 3461, 4153, 9689∗, 13841, 14879∗, 26297
179 15 11 359, 1433, 3581∗, 4297, 6803, 7877, 13963, 14321, 18617, 20407∗,

21481∗

181 18 13 1087, 1811∗, 2897, 3259, 5431, 7603, 8689∗, 9413∗, 10499∗, 10861,
12671, 13757, 23893

191 22 13 383, 2293∗, 3821∗, 4967, 9551, 16427∗, 17191∗, 17573, 19483∗,
21011, 22157∗, 29033, 40111

193 14 12 773∗, 1931, 3089∗, 5791∗, 6563, 6949∗, 10037∗, 12739∗, 14669,
18143, 19687, 22003

197 21 12 3547, 4729, 7487∗, 8669∗, 11821, 13003, 13397, 15761∗, 16943∗,
22853∗, 26399, 38219∗

199 14 11 797∗, 2389∗, 3583∗, 5573∗, 11941, 13931∗, 16319, 17911, 24677,
29453∗, 35423∗

211 14 12 2111∗, 4643, 8863, 10973∗, 12239∗, 14771, 21101∗, 21523, 22367∗,
23633∗, 27431, 28697

223 16 12 2677, 6691, 7583, 10259, 11597∗, 13381, 16057, 18287, 20071,
20963, 27653, 29437∗

227 17 12 5449, 5903∗, 8627∗, 12713, 14983, 17707∗, 19069∗, 23609∗, 24971,
27241, 31327, 39499∗

229 24 14 2749, 5039∗, 6871, 9161, 9619, 10993, 11909∗, 17863∗, 19237∗,
27481, 33893∗, 35267, 39847, 48091

233 16 12 467∗, 1399, 2797, 6991, 7457, 8389, 9787, 10253, 13049∗, 23767,
27961, 31223

239 16 14 479, 1913, 3347, 5737, 7649, 10039, 14341, 16253∗, 17209∗, 19121∗,
24379∗, 32027, 32983, 33461∗

241 25 13 1447, 2411∗, 4339∗, 5303∗, 8677∗, 11087∗, 14461∗, 15907, 16871,
19763∗, 28439, 28921, 53503∗

251 27 15 503, 4519∗, 5021, 9539∗, 12049, 14057∗, 15061, 16567∗, 21587,
25603∗, 35141, 38153, 39157∗, 47189∗, 69779∗

257 13 12 1543, 9767∗, 16963, 17477, 20047, 21589, 23131∗, 26729∗, 30841,
34439, 40093∗, 43177∗
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p nges nnotw qν

263 16 11 1579, 5261, 11047∗, 17359, 19463, 22093, 22619, 24197∗, 30509∗,
43133∗, 44711

269 21 12 2153∗, 3229∗, 3767, 5381, 8609∗, 10223, 11299, 16141∗, 20983∗,
24749, 35509, 61333

271 21 13 1627, 2711, 3253, 4337, 7589, 11383, 13009, 21139, 34147∗, 36857,
44987∗, 48239∗, 59621∗

277 23 14 1109, 1663∗, 4987, 7757, 8311, 9419, 12743∗, 13297∗, 16067, 19391∗,
23269, 27701, 49307∗, 56509

281 20 13 563, 3373, 5059, 7307, 8431, 15737∗, 22481∗, 28663∗, 30911, 33721∗,
34283, 39341, 52267

283 18 15 1699, 6793∗, 9623, 11321, 11887∗, 14717, 16981, 18679, 23773∗,
25471, 28867, 33961, 36791∗, 37357, 52639

293 19 14 587∗, 1759∗, 3517∗, 5861∗, 9377∗, 12893, 17581∗, 21683, 26371,
33403∗, 35747∗, 38677∗, 44537, 53327∗

· · ·
983 24 16 13763∗, 19661, 23593, 55049, 64879, 88471, 90437, 100267∗, 102233,

108131, 129757∗, 143519, 149417, 182839, 279173∗, 324391
991 18 18 17839, 21803, 27749∗, 35677, 45587, 47569, 65407∗, 69371∗, 71353,

128831, 134777, 146669, 188291, 200183∗, 208111∗, 218021∗,
225949∗, 243787

997 27 14 3989∗, 23929, 27917∗, 45863∗, 47857∗, 75773, 93719∗, 105683,
135593, 137587, 147557, 177467∗, 209371, 303089

C.2 Berechnung für p = 29

Algorithmus 4.6.11 liefert für p = 29, M = 23 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23 und
r = 6: P = {59, 233, 349, 1103} und S6 = ∅. T ′ gibt die gefundenen und möglichen
Lösungen von Uq(M) an. Es gilt T = T ′ (mod 2p) und g = (M, q − 1).

q g Lösungsmengen

59 2 Ṽq = {44}
T ′ = Uq(M) = {14, 22, 24, 26, 28, 38, 40, 42, 44, 48, 50, 52}
S1 = {14, 22, 24, 26, 28, 38, 40, 42, 44, 48, 50, 52}

233 8 Ṽq = {84} , T ′ = {80, 168} , S2 = {22, 52}

349 12 Ṽq = ∅, T ′ = {312} , S3 = {22}

523 6 Ṽq = {400} , T ′ = {312} , S4 = {22}

929 8 Ṽq = {520, 820} , T ′ = {80} , S5 = {22}

1103 38 Ṽq = ∅, T ′ = ∅, S6 = ∅
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